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Résumé – Cet article présente une application en neuroimagerie fonctionnelle de la communication compagne [1], visant à
simuler au sein d’un algorithme MCMC des échantillons moins corrélés par l’inclusion d’une étape de rééchantillonnage d’un
paramètre d’échelle lorsque le modèle d’observation est bilinéaire vis-à-vis des paramètres inconnus. L’application visée concerne
la détection-estimation conjointe de l’activité cérébrale en Imagerie par Résonance Magnétique fonctionnelle (irmf). Il s’agit de
recouvrer à la fois un filtre hémodynamique régional et des cartes d’activations spécifiques à chaque type de stimulus impliqué
dans le paradigme expérimental. L’apport de la méthode du rééchantillonnage de l’échelle est illustré sur des simulations réalistes.

Abstract – This paper presents an application of the submission[1] to functional neuroimaging. This joint work aims at
simulating less correlated samples in a MCMC algorithm by including a sampling step of a scale parameter when the forward
model is bilinear with respect to the unknown parameters. Our application concerns the joint detection-estimation of brain
activaty in functional Magnetic Resonance Imaging, where one tries to recover both the shape of the regional Hemodynamic
Response Function and stimulus-dependent activation maps. The gain that we obtained is illustrated on realistic simulations.

1 Introduction

L’analyse intra-sujet des données d’irmf consiste d’une
part à détecter les aires cérébrales activées en réponse à
une stimulation expérimentale, et d’autre part, à estimer
la dynamique temporelle de ces activations. Dans [2, 3],
une approche de détection-estimation a été proposée pour
aborder ces deux problèmes conjointement au sein d’une
région fonctionnellement homogène R. Il s’agit alors d’es-
timer le filtre hémodynamique régional h tout en introdui-
sant une spécificité de l’activité en chaque voxel Vj et pour
chaque condition expérimentale m à travers un facteur de
modulation a = (amj )mj , appelé niveau de réponse neurale
par la suite. Cette modélisation nous conduit à résoudre
un problème inverse bilinéaire en (a,h) de type déconvo-
lution aveugle où le signal d’entrée est assimilé à un peigne
de Dirac dont les instants des pics sont fixés par le para-
digme expérimental et dont les intensités correspondent à
a. Compte tenu de l’ambigüıté d’échelle inhérente à ce
type de problèmes, tout couple solution (ĥ, â) au sens
du maximum de vraisemblance n’est pas distinguable de
(ĥ/s, s×â) où s est un paramètre scalaire non nul. L’ajout
d’informations a priori sur le couple (h,a) dans un cadre
bayésien doit permettre de lever cette ambigüıté d’échelle
intrinsèque. Toutefois, en pratique, lorsqu’on simule des
échantillons de la loi a posteriori à l’aide d’un algorithme
MCMC, on constate que l’échelle des échantillons géné-
rés pour h et a varie très lentement. Il est d’usage alors
d’introduire une contrainte, par exemple sur h, pour lever
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cette indétermination. Toutefois, un tel procédé déforme
la loi cible et modifie ainsi le point de convergence de la
châıne de Markov générée par le schéma MCMC.

L’objet de cette communication est d’adapter l’approche
décrite dans [1] pour l’analyse de données d’irmf. Il s’agit
d’insérer, au sein de l’algorithme MCMC, une étape sup-
plémentaire de rééchantillonnage d’un paramètre corres-
pondant à l’échelle intrinsèque du problème. Le but est de
garantir et d’accélérer la convergence des estimateurs de
type espérance a posteriori construits à partir des réalisa-
tions de la châıne de Markov ainsi générée. Nous mettons
en évidence l’apport de cette technique, rigoureuse ma-
thématiquement et peu coûteuse numériquement, sur des
simulations réalistes.

2 Modèle génératif régional

2.1 Formulation du problème

La présente contribution s’appuie sur le modèle régio-
nal génératif des données d’irmf développé dans [2, 3].
Soit R=(Vj)j=1:J une région d’intérêt supposée fonction-
nellement homogène, typiquement segmentée à l’aide d’un
algorithme de parcellisation fonctionnelle [4], et soit yj=
(yj,tn)n=1:N , le signal irmf acquis au voxel Vj dans R,
et mesuré aux instants (tn=nTR)n=1:N , où TR désigne
le délai entre deux acquisitions successives. Sous l’hypo-
thèse d’un couplage linéaire et invariant dans le temps,
h= (hd∆t)d=0:P désigne la réponse impulsionnelle incon-
nue du système neuro-vasculaire ayant pour entrée la sé-
quence binaire x = (xn)n=1:N codant les temps d’arrivée
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du stimulus et pour sortie les données yj . Dans [2], pour
tenir compte de la variabilité spatiale et inter-stimulus de
l’amplitude de la réponse hémodynamique observée, nous
avons introduit des niveaux de réponse neuronale (NRN)
(amj )m=1:M

j=1:J , rendant le modèle génératif bilinéaire :

yj =
M∑
m=1

amj X
mh+ P`j + bj , ∀ Vj ∈ R (1)

où Xm = (xmtn−d∆t)n=1:N,d=0:P est la matrice binaire cor-
respondant à la séquence xm et ∆t est la période d’échan-
tillonnage de h telle que ∆t < TR. La matrice P est
une base orthonormée de fonctions (e.g., base de cosinus),
fixée a priori , modélisant la dérive basse fréquence pré-
sente dans les données. Le vecteur `j définit les coeffi-
cients de régression à estimer conjointement avec (h,a).
Enfin, bj modélise les incertitudes et les bruits physiolo-
gique et d’acquisition, sous la forme d’un processus AR(1),
variable spatialement (i.e., de paramètre ρj en Vj) pour te-
nir compte de l’autocorrélation temporelle des données [3].

2.2 Vraisemblance

Nous négligeons la corrélation spatiale du bruit consi-
dérant qu’il est plus important de modéliser celle du si-
gnal d’intérêt induit par la stimulation. Les signaux y =
(yj)Jj=1 sont donc supposés indépendants dans l’espace :

p(y |h,a, l,θ0) =
J∏

j=1

p(yj |h,aj , `j , ρj , σ2
εj ) (2)

∝
J∏

j=1

|Λj |1/2 σ−Nεj exp
(
−

J∑

j=1

ỹt
jΛj ỹj

2σ2
εj

)

où θ0 = (ρj , σ2
εj )j=1:J et ỹj = yj −

∑
m a

m
j X

mh − P`j .
Notons que σ−2

εj Λj définit l’inverse de la matrice d’auto-
corrélation de bj . Selon [5, p. 177], Λj est tridiagonale
symétrique, avec |Λj | = 1 − ρ2

j , (Λj)1,1 = (Λj)N,N = 1,
(Λj)`,` = 1 + ρ2

j , ` = 2 : N − 1 et (Λj)`+1,` = −ρj .
Sur la seule base de (2), il est impossible de lever l’am-

bigüıté d’échelle permettant d’identifier le couple solution
(ĥ, â). Pour ce faire, dans des travaux antérieurs, nous
avons introduit des informations a priori sur la régularité
temporelle du filtre h [2] et sur la répartition spatiale des
NRNs a [3, 6].

3 Inférence bayésienne

3.1 Lois a priori

Nous donnons une présentation extrêmement synthé-
tique des lois introduites sans justification, les détails étant
par ailleurs disponibles dans [2, 6].

Afin d’obtenir une estimée ĥ suffisamment régulière,on
introduit une distribution p(h;σ2

h) ∼ N (0, σ2
hR), où R

est la matrice de corrélation imposant une contrainte de
type C2 sur h et on fixe h0 = hP∆t = 0. Concernant
a, il est d’usage de supposer que chaque type de stimu-
lus induit des amplitudes indépendantes i.e., p(a |θa) =∏
m p(a

m |θm) avec a = (am)m=1:M , am = (amj )j=1:J

et θa = (θm)m=1:M . θm contient l’ensemble des hyper-
paramètres inconnus reliés au stimulus de type m. Par
ailleurs, seule une partie des voxels de la région R peut
s’activer en réponse à une stimulation donnée. Il est donc
pertinent d’introduire un modèle de mélange reposant sur
des variables d’allocations cachées qmj , telles que qmj = 1
si Vj est activé pour la condition m et qmj = 0 sinon.
Conditionnellement à qmj , le NRN amj suit une loi gaus-
sienne : (amj | qmj = i) ∼ N (µmi , v

m
i ) avec i = 0, 1. Nous

imposons µm0 = 0 pour la moyenne des NRNs des voxels
inactivés. Il s’agit donc d’un modèle a priori de mélange
gaussien indépendant à deux classes ∀m : λm1 N (µm1 , v

m
1 )+

λm0 N (0, vm0 ), où λm1 =Pr(qmj =1) et λm0 = 1−λm1 , donnant
ainsi θm = [λm1 , v

m
0 , µ

m
1 , v

m
1 ]. Les développements suivants

restent valables pour le cas de modèles de mélanges spa-
tiaux présentés dans [6].
l est modélisé comme un processus aléatoire indépen-

dant de h et régi par une distribution de probabilité p(l|θL),
satisfaisant p(l|θL) =

∏I
i=1p(li|σ2

l ), où li ∼ N (0, σ2
l IQi).

Pour les hyperparamètres {ρ,σ2
ε}, le recours à des a priori

non informatifs conduit à :

p(ρ, σ2
ε) =

∏

j

σ−2
εj 1(−1,1)(ρj)

alors que l’usage de densités a priori propres (normale,
inverse gamma, beta) est préférable pour les paramètres de
moyenne variance et de proportions contenus dans (θm)m.

3.2 Loi a posteriori

A l’aide de la règle de Bayes et des autres a priori définis
dans [3], la loi a posteriori p(h,q,a, (`j),Θ |y) s’écrit :

p(h,a, l,Θ |y) ∝ σ−Dh σ−JQ`

J∏

j=1

(
(1− ρ2

j )
1/2

σN+1
εj

1(−1,1)(ρj)
)

× exp
(
−h

tR−1h

2σ2
h

−
J∑

j=1

( 1
2σ2

εj

ỹt
jΛj ỹj + 1

2σ2
`

‖`j‖2
))

×
M∏
m=1

(
p(θm)

J∏

j=1

1∑

i=0

λmi N (µmi , v
m
i )
)

(3)

Nous simulons des réalisations de (3) par échantillonnage
de Gibbs pour approcher des estimateurs de type espé-
rance a posteriori q̂PM, âPM et ĥPM. Nous déduisons ainsi
à travers q̂PM quels sont les voxels activés, et (âmj )PMĥPM

estime la réponse hémodynamique du voxel j pour le sti-
mulusm. Dans [3], pour lever l’indétermination de l’échelle,
chaque tirage h̃(k) de la loi conditionnelle a posteriori
p(h |y, reste) est normalisée pour former l’échantillon cou-
rant, i.e., h(k) = h̃(k)/‖h̃(k)‖. Comme souligné dans [1],
cette solution n’est pas satisfaisante théoriquement, car
la convergence vers la loi cible n’est plus garantie. Pour
assurer à la fois la convergence et la rapidité de l’algo-
rithme, les auteurs de [1] proposent d’insérer une étape de
rééchantillonnage de l’échelle intrinsèque au problème au
sein de l’algorithme de Gibbs.
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3.3 Rééchantillonnage de l’échelle s

Cette nouvelle étape s’écrit sur les quantités aléatoires :
[anew,µnew

1 ] =
[
aold,µold

1

]
/s et hnew = hold × s, où s

est le paramètre d’échelle qui est lui-même échantillonné
à chaque itération du schéma MCMC. Contrairement aux
cas détaillés dans [1], nous introduisons dans le change-
ment de variables les moyennes non nulles µ1 des classes
des voxels activés. L’application directe des principes ex-
posés en [1, § 3] permet d’obtenir à partir de (3) l’expres-
sion de la loi conditionnelle a posteriori de s :

fS(s | reste) = |s|P−2−M(J+1)
f

(
aold

s
,
µold

1

s
, shold|q,Θ

)

∝ |s|P−2−M(J+1) exp
(
−s

2(hold)tR−1hold

2σ2
h

)

p

(
µold

1

s

) J∏

j=1

N
(
aold
j

s
| µ

old
qj

s
,vqj

)
(4)

où (µold
qj ,vqj ) sont des vecteurs rassemblant les moyennes

(µmqmj )old
m=1:M et les variances (vqmj )m=1:M pour tous les

types de stimuli. Il est intéressant de constater que la loi
de s explicitée en (4) ne dépend pas des données y. On
retrouve l’ambigüıté d’échelle inhérente au modèle d’ob-
servation bilinéaire. Dès lors, on déduit de (4) que s2

suit une loi Inverse Gaussienne Généralisée [7, 1], notée
GIG(λ, α, β) où

λ = (P −M(J + 1))/2, α = (hold)tR−1hold/σ2
h,

β =
‖µold‖2

2σ2
µ

+
J∑

j=1

(aold
j )tΣ−1

j a
old
j avec Σj=diagM [vmqmj ]

Des méthodes efficaces de simulation de la loi GIG s’ap-
puient sur le principe d’acceptation-rejet.

3.4 Nouveau schéma d’échantillonnage

L’algorithme global de simulation des réalisations de la
loi a posteriori (3) devient donc :

1. Simuler q(k) puis (aold|q(k)) sachant que amj ∼∑1
i=0 λ

m
i,jN (µmi,j ; v

m
i,j), ∀j,m : cf. [3] pour les ex-

pressions de (λmi,j , µ
m
i,j ; v

m
i,j) ;

2. Simuler hold selon N (µh,Σh) : cf. [3] ;

3. Echantillonner les dérives (`j)j et les hyper-
paramètres Θ notamment µold

1 : cf. [3] ;

4. Simuler (s2)(k) selon la loi GIG(λ, α, β), puis en
prendre la racine carrée s(k) ;

5. En déduire
[
a(k),µ

(k)
1

]
=

[
aold,µold

1

]
/s(k) et

h(k) = hold × s(k).

4 Évaluation des performances

4.1 Données simulées

L’ordre des stimuli est généré par permutation aléatoire
en mélangeant trente essais de M = 2 types de stimu-
lus. Les intervalles inter-stimuli suivent une distribution

uniforme sur [2.5, 3.5] sec. Les temps d’arrivée des stimuli
sont placés sur une grille échantillonnée au pas δt=0.5 sec.
Les séquences binaires (xmt )2

m=1 couplées aux conditions
m = 1, 2 sont ensuite multipliées par des NRNs variables
dans l’espace et à travers les deux conditions expérimen-
tales, simulés selon un modèle de mélange spatial, illustré à
la Fig.1 et défini dans [6]. Cette génération passe par la si-
mulation de labels qm issus d’un champ de Ising spécifique
à chaque condition m (voir Fig.1(a)-(b)) pour différencier
les voxels activés de ceux inactivés, puis par la génération
des NRNs distribuées selon des densités gaussiennes :

(a1
j | q1

j = 0) ∼ N (0, .3), (a1
j | q1

j = 1) ∼ N (1.5, .5),

(a2
j | q2

j = 0) ∼ N (0, .6), (a2
j | q2

j = 1) ∼ N (1, .5).

Puisque µ1,2 < µ1,1, la condition expérimentale m = 2
correspond à un plus faible rapport signal à bruit (RSB).
La Fig. 1(c)-(d) illustre l’impact de la corrélation spatiale
des probabilités d’activation qm sur les cartes de NRNs.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1 – Cartes simulées de labels (a)-(b) et de NRNs (c)-
(d) pour m = 1 (a)-(b) et m = 2 (c)-(d).

Le signal de chaque voxel
∑
m a

m
j X

m est ensuite convolué
avec une FRH de forme specifiée en Fig.2(a) en couleur
mauve. Deux termes de dérive basse fréquence et de bruit
AR(1) sont ensuits ajoutés dans chaque voxel Vj selon le
modèle génératif (1) pour former yj . La variance du bruit
et la tendance basse fréquence ont été choisies pour cibler
un RSB réaliste de 3dB environ.

4.2 Résultats

La Fig.2 met en évidence sur la forme de la FRH estimée
l’impact des trois stratégies d’échantillonnage visitées, à
savoir (a) : le schéma standard sans contrainte ni échelle,
(b) : l’ajout d’une contrainte de norme unitaire sur h, et
(c) : l’échantillonnage de l’échelle intrinsèque s. L’apport
de l’approche (c) es illustré en Fig.2(c). L’estimée ĥPM

ainsi construite converge plus vite et plus précisément vers
la vraie FRH, que celles issues des stratégies (a)-(b) dé-
crites en Fig.2(a)-(b). Le fait d’obtenir une solution ĥPM

pour le schéma (b) moins bonne que pour la version stan-
dard s’explique par le fait que la vraie FRH n’est pas de

Colloque GRETSI, 11-14 septembre 2007, Troyes 375



norme unitaire. Néanmoins, l’approche contrainte (b) ré-
tablit un niveau de signal utile

∑
m a

m
j X

m comparable à
celui de la solution standard car les moyennes a priori es-
timées µ̂1

PM dans (b) pour les voxels activés sont bien su-
périeures aux vraies moyennes µ1. La Fig.3(b)-(e) montre
cet effet de contre-balancier pour les deux types de stimu-
lus.

(a) (b)

Temps en sec. Temps en sec.

(c)

Temps en sec.

Fig. 2 – FRH estimées ĥPM en rouge selon les schémas
MCMC : standard (a), normalisation (b)-(e) et échelle (c).

Outre l’apport de l’échantillonnage de l’échelle sur la
convergence de ĥPM, l’approche (c) induit une conver-
gence plus rapide des moyennes a priori estimées µ̂1

PM

vers les vraies valeurs utilisées pour générer les NRNs des
voxels activés comme l’illustre la Fig. 3(c)-(f). Ces courbes
mettent en évidence de façon synthétique les différences
observables sur les cartes de NRNs produites.

(d) (e) (f)

(a) (b) (c)

MCMC itér. MCMC itér. MCMC itér.

Fig. 3 – Estimées des moyennes a priori pour m = 1 (a)-
(c) et m = 2 (d)-(f) selon les schémas MCMC : stan-
dard (a)-(d), normalisation (b)-(e) et échelle (c)-(f).

Enfin, l’impact du schéma MCMC sur les cartes de
détection, dans leur forme probabiliste q̂PM ou segmen-
tée q̂MAP, semble négligeable. Quel que soit l’approche,
les estimateurs convergent vers les résultats illustrés en
Fig. 4(a)-(b) et Fig. 4(c)-(d) pour les condition m = 1 et
m = 2, respectivement.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4 – (a)-(c) : (a)-(c) : Cartes de probabilité de dé-
tection q̂PM pour les deux conditions expérimentales. (b)-
(d) : versions seuillées au sens du maximum a posteriori
q̂MAP.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons démontré sur des simula-
tions réalistes l’apport de l’approche [1] visant à introduire
une étape de rééchantillonnage d’un paramètre d’échelle
intrinsèque dans le schéma MCMC pour résoudre le pro-
blème de détection-estimation conjointe de l’activité céré-
brale en irmf.
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