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Résumé – La transformée de Riesz, associée à un modèle de distribution circulaire, est utilisée pour étudier le champ fraction-
naire anisotrope à travers la mesure des directions locales. Plus particulièrement, nous montrons comment l’étude des incréments
des ces directions locales permet de retrouver la fonction d’anisotropie.

Abstract –
The transform of Riesz, associated to a model of circular distribution, is used to study the anisotropic fractional field through

the measurement of the local directions. More particularly, we show how the study of the local directions increments makes it
possible to find the function of anisotropy.

1 Introduction

Les processus fractionnaire sont caractérisés par un cer-
tain nombre de propriétés telles que l’invariance d’échelle,
qui est definit par une densité spectrale en la loi de puis-
sance. C’est pourquoi de tels processus sont souvent uti-
lisés comme modèles pour des phénomènes naturels aléa-
toires. Les processus fractionnaires tirent leur particularité
du paramètre de Hurst. Ce dernier permet la description
de l’ensemble des propriétés d’invariance d’échelle (auto-
similarité, dépendance à longue échelle, régularité locale).
L’extension de ces processus à des dimensions supérieures
nécessite la prise en compte des propriétés d’anisotropie
et de directionnalité.
Or, la notion d’anisotropie est liée à la variation du pa-
ramètre de Hurst en fonction de l’angle d’analyse dans
l’image, définissant ainsi une fonction d’anisotropie, no-
tée h(θ). Il existe de nombreuses méthodes d’estimation
de cette fonction d’anisotropie. Pour la plupart, elles sont
basées sur l’estimation du paramètre de Hurst dans diffé-
rentes directions, tel que la Méthode des Moyennes Direc-
tionnelles (MMD) [4] ou encore les K-variations [1]. Enfin
de compte, ces estimations s’appuient toutes sur l’étude de
la variance des niveaux de gris des champs fractionnaires.
Dans cet article, nous présentons une méthode permettant
d’obtenir la fonction d’anisotropie à partir de la statis-
tique angulaire des champs fractionnaires et plus particu-
lièrement à partir de la distribution des incréments de la
direction locale. Cette dernière est obtenue à partir de la
transformée de Riesz. L’étude consiste donc à modéliser
les incréments des directions locales des champs à l’aide

de distributions circulaires. L’évolution des paramètres ex-
traits de ce modèle conduit à la fonction d’anisotropie du
champ fractionnaire considéré.

2 Synthèse des champs fractionnaires

2.1 Champs fractionnaires isotropes

Les méthodes développées, afin de synthétiser des champs
aléatoires, tentent de répondre aux problèmes de modéli-
sation ou de simulation de phénomènes naturels tels que
le bruit de speckle dans les images radar (SAR), ou encore
les images échographiques. Il existe un grand nombre de
méthodes de synthèses. Celle utilisée dans ce papier est
une méthode spectrale. Il est possible de définir le bruit
Gaussien fractionnaire (bGf) à partir d’une densité spec-
trale de puissance, définit de la façon suivante [6] :

SH ∝ σ2 |ω|−(2H−1) (1)

où H est le paramètre de Hurst. A une dimension supé-
rieur la densité spectrale d’un bGf s’exprime par la relation
suivante

SH (ω) ∝ σ2 |ω|−(2H−2+d) (2)

avec ω = (ω1, ω2, ....ωd)
T . Pour générer un champ fraction-

naire isotrope réelle à l’aide de cette méthode, il faut rem-
plir un vecteur complexe dont le module varie en 1

/
ω(2H−2+d)

et dont la phase aléatoire respecte la symétrie hermitique.
Enfin l’obtention du champ fractionnaire correspondant,
s’effectue en calculant la transformée de Fourier inverse.
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Fig. 1 – Anisotropie fonctionnelle : (a) Réalisation du
champ fractionnaire obtenue par la modélisation fractale
2D pour une fonction d’anisotropie donnée par l’équation
(4). (b) Représentation polaire de la fonction d’anisotro-
pie.

2.2 Champs fractionnaires anisotropes

Dans le cas de l’anisotropie fonctionnelle, le champ frac-
tionnaire est défini dans le domaine spectral par un para-
mètre de Hurst variable suivant la direction θ. La densité
spectrale de puissance s’exprime de la façon suivante :

ω → 1

|ω|h(θ)+n
. (3)

où h(θ) est la fonction d’anisotropie. Cette fonction varie
entre 0 et 1. Ainsi, les caractéristiques directionnelles du
champs fractionnaires dépendent de la définition de h(θ) .
Dans le cadre de ce papier la fonction d’anisotropie choisi
pour synthétiser nos champs fractionnaires anisotropes est
la suivante [7] :

h (θ) = a1 cos (θ) + b1 sin (θ)
+a2 cos2 (θ) + b2 sin2 (θ) (4)

avec a1 = 1
2 (H11 −H12) , a2 = 1

2 (H11 +H12) et
b1 = 1

2 (H21 −H22) et b2 = 1
2 (H21 +H22),

et θ = arctan ωx

ωy
. Dans l’expression (4), H1 etH2 sont les

vecteurs, qui fournissent la valeurs des paramètre dans 4
directions (0◦−180◦, 45◦−225◦, 90◦−270◦, 135◦−315◦).

Fig.1, nous avons représenté un exemple d’un tel champ
anisotrope, pour un H1 = [0.5, 0.4] et H2 = [0.4, 0.2].

3 Analyse du signal Monogénique

L’étude des propriétés locales d’un signal est souvent
utilisée afin de le caractériser. Les méthodes d’estimation
de la phase et de l’amplitude locales sont basées sur la
définition du signal analytique obtenu à l’aide de la trans-
formée de Hilbert. Dans le cas des images, l’obtention du
signal analytique requiert la généralisation de son expres-
sion à 2 dimensions. Cette dernière se réduit à la généra-
lisation de la transformée de Hilbert, par la transformée
de Riesz. Dans le cas 2D, la phase locale est alors associée
à une information géométrique additionnelle, l’orientation
locale [3].

Plus précisément en dimension n, la fonction de trans-
fert de la transformée de Riesz est égale à H (ω) = − iω

|ω|
où ω = (ω1, ..., ..., ωn)

T . Dans l’espace à 2 dimensions, la
transformée de Riesz de f a alors pour expression :

fR = (h ∗ f) (x) =
(

(h1 ∗ f) (x)
(h2 ∗ f) (x)

)
=

(
f1 (x)
f2 (x)

)
(5)

où x = (x, y), h1 et h2 sont les noyaux de convolutions de
la fonction de transfert H définie par :

h1 =
x

2π |x|3 , h2 =
y

2π |x|3 (6)

La combinaison de l’image, f(x) et de sa transformée de
Riesz forme une généralisation 2D du signal analytique,
appelée image monogénique, fM(x) qui est définie de la
façon suivante

fM (x) = (f (x) , fR (x))T (7)
En passant en coordonnées polaires, il est possible de dé-
finir respectivement l’amplitude locale A, la phase locale
φ, et la direction locale θ par les relations suivantes

A = |fM| , φ = arctan 2
|fR|
f
, θ0 = arctan

f2
f1

(8)

où la fonction arctan est définie dans l’intervalle [−π, π)
et la fonction arctan2 est défini dans [0, π].
Dans cette article, nous nous intéressons uniquement à
l’analyse des incréments de la direction locale et plus par-
ticulièrement à leur distribution dans le cadre de l’étude
des champs fractionnaires. Tout d’abord, afin de quantifier
les différentes distributions, nous introduisons un modèle
basé sur les distributions circulaires.

4 Distribution circulaire

4.1 Distribution de von Mises

La distribution de von Mises peut être vue comme la
version circulaire de la distribution normale. Elle permet
la description de phénomènes aléatoires directionnelles. La
forme générale de la fonction de densité de probabilité de
von Mises pour un angle θ est donnée par

ρ0 (θ;µ, κ) =
1

2πI0 (κ)
exp (κ cos (θ − µ)) (9)

où I0 est la fonction de Bessel modifiée de première espèce
et d’ordre 0. Les paramètres µ et κ ≥ 0 représentent res-
pectivement la localisation et la concentration de la distri-
bution. Récemment, une nouvelle famille de distributions
circulaires, appelée ψ-distributions,a été introduite,.
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4.2 ψ-distributions

Jones et Pewsey [5] ont introduit une nouvelle famille
de distributions circulaires. Les distributions qui appar-
tiennent à cette famille ont pour densité de probabilité

ρψ (θ;µ, κ) =
(coshκψ + sinhκψ cos (θ − µ))1/ψ

2πP 0
1/ψ (coshκψ)

(10)

où µ et κ sont définis comme étant les paramètres de lo-
calisation et de concentration de manière équivalente aux
paramètres de la distribution de von Mises, et où ψ ∈ R

définit le type de la distribution. Dans l’expression 10,
P rp (z) est la fonction de Legendre associée de première es-
pèce de degré p et d’ordre r.
La famille de ψ-distributions inclus, comme cas particu-
lier, la distribution de von Mises pour ψ→0, la distribution
de Cauchy pour ψ = −1 et la distribution cardiöıde pour
ψ = 1. La ψ-distribution est une distribution unimodale.
Notre étude sur les champs va donc s’effectuer par l’ana-
lyse des paramètres extraits de ce modèle.

5 Étude des incréments de direc-
tion

Dans un précèdent article [2], nous avons étudié les in-
créments des directions monogéniques de champs fraction-
naires isotropes et nous avons montré comment à partir
de leur modélisation par une distribution circulaire, l’on
pouvait obtenir le paramètre de Hurst. De la même fa-
çon, nous allons étudier les incréments des directions d’un
champs fractionnaires anisotropes, afin d’obtenir la fonc-
tion d’anisotropie h(θ).

Le calcul des incréments Dδ des directions consiste à
voir comment les directions voisines sont couplées, et est
défini par

Dδ(x) =




dδ (x) − π ≤ dδ < π

dδ (x) ∓ 2π dδ
≥
≤ ± π

(11)

où dδ(x) = θ(x + δ) − θ(x) et δ = (δx, δy)T . L’incrément
des directions Dδ mesure la différence de directions mono-
géniques de la texture pour un voisinage donnée. Le cal-
cul des incréments peut s’effectuer pour différentes orien-
tations et des amplitudes de pas différentes. Fig.2, nous
avons représenté la distribution empirique des ces incré-
ments, calculés pour un pas δ = 1, et pour plusieurs orien-
tations, notée ∠δ.

Quelque soit l’orientation, nous obtenons une distri-
bution des incréments unimodale et centrée en µ = 0.
D’autre part, l’étude a montré que le paramètre ψ oscille
toujours autour de la même valeur soit ψ ≈ −0.9. Par
conséquent, l’analyse va se concentrer sur le paramètre de
concentration κ. L’évolution de la fonction ρ = tanhκ(∠δ)
pour toutes les orientations de calcul d’incrément ∠δ, est
représentée à la Fig.3. ρ présente une forme quasiment iso-
trope lorsque δ = 1. Elle ne permet pas d’accéder à une
information quelconque quant à la fonction d’anisotropie.
En revanche, en augmentant l’amplitude du pas du calcul

des incréments, et en observant l’évolution de la tanhκ(∠δ)

Fig. 2 – Distribution des incréments de directions dans
différentes directions ∠δ.

Fig. 3 – Évolution de ρ = tanhκ(∠δ) pour δ = 1.

(multiplié par l’amplitude du pas, afin de rendre le résultat
plus lisible), nous constatons que la fonction tanhκ(∠δ),
pour tout ∠δ tend vers une forme semblable à la fonction
d’anisotropie, comme cela est illustré à la Fig.4(a).
De façon empirique, nous avons constaté qu’il est pos-
sible de relier le paramètre extrait du modèle à la fonction
d’anisotropie à l’aide d’une relation linéaire. Nous obte-
nons alors la relation suivante ; soit

hest (∠δ) ≈ aδ tanhκ (∠δ) + b (12)

où a et b représentent respectivement le coefficient direc-
teur et l’ordonnée à l’origine. Ils dépendent de l’amplitude
du pas. Dans le cas de l’exemple présenté le pas est δ = 5,et
nous obtenons comme valeur a = 1.1862,et b = 0.0217,
l’illustration de cette exemple se trouve à la Fig.4(b)
Cependant lorsque nous allons au-delà de ce pas, la re-
lation (12) est perdue. En effet, la fonction décrite par
le paramètre du modèle devient de plus en plus chahuté
à mesure que nous augmentons l’amplitude du pas. Il
existe donc un pas optimal qui permet d’obtenir la fonc-
tion d’anisotropie du champ aléatoire fractionnaire.
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(a) δ tanh κ(∠δ) pour δ = 5

(b) hest(θ)(point) et h(θ) (trait plein)

Fig. 4 – Estimation de la fonction d’anisotropie (a) Fonc-
tion h(θ) et fonction δ tanhκ(∠δ), (b)Fonction d’aniso-
tropie estimée à partir des paramètres du modèle.

6 Conclusion

A partir de la modélisation, par une ψ-distribution,
des incréments des directions locales d’un champ fraction-
naire, nous étudions l’évolution du paramètre extrait de ce
modèle. Il existe un pas optimal pour lequel, les incréments
ainsi calculés permettent d’estimer la fonction d’anisotro-
pie. L’estimation de cette dernière s’effectue alors à partir
d’une simple relation linéaire dépendante du paramètre
du modèle. Des études complémentaires peuvent être me-
nées afin de compléter ces résultats notamment par l’esti-
mation du pas optimal. Nous pouvons également étendre
cette approche à l’analyse de champs aléatoires multifrac-
tionnaires ou à anisotropie topologique

Références

[1] Bonami, A., et A. Estrade. “Anisotropic analysis of
some Gaussian models”. Dans : J. Fourier Anal. Appl.
9 (2003). 215–236.
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