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Résumé -Dans cet article, nous présentons un algorithme de décodage simplifié des codes LDPC non-binaires, appelé EMS. Cet algorithme
est une simplification de I'algorithme somme-produit dans le domaine logarithmique, qui permet des gains en termes de complexité, de stabilité
numérique et de réduction de I'espace de stockage des messages. Nousnzrégageement différentes variantes d’implantation de I'algorithme

EMS. Les différentes variantes présentées sont comparées par des courbes de performances (FER) et par la complexité. Cet article présente auss
une comparaison intéressante entre I'algoné de décodage proposé (EMS) et son homologue binaire Min-Sum en termes de performances de
décodage et complexité.

Abstract — In this paper, we introduce a simplified log-domain decoding algorithm for LDPC codes over GF(q), named EMS. While this
algorithm is a simplification of the conventional sum-product algorijttite log-domain decoding has advantages in terms of implementation,
computation complexity and numeail stability. Further, we propose some variants of implementation for the Edif8itah, yielding a lower
computational complexity. The different variants are compared wét Binary homologous, the Min-Sum algorithm, both in terms of simulated
FER performance and computational complexity.

1 Introduction codeur LDPC non binaireiif la structure tronquée des mes-
sages nous a conduit a proposer une réduction de la complexité
calculatoire supplémentaire a celle proposée dans [6]. De la

Les codes LDPC construits sur des corps de Galois non biname facon que dans [3,6], on peut ramener I'étude de la com-
naires Gkq) (d'ordre g) et décodés avec I'algorithme de pro- pjexité globale d’un décodeur basé sur le BP a I'étude d’une "

pagation de croyances (BP), représentent une solution efficaggype élémentaire”, correspondant a une équation de parité mi-

pour la correction des erreurs dans le cas de trames courtgfnale ne faisant intervenir que 3 symbot&#'(¢). Dans [6],

et/ou de modulations d'ordres €levés [2,4]. Cependant, les dfy complexité de cette étape élémentaire variaiogn,,,2), et

codeurs associés ont le désavantage d'avoir une complexité gy, s proposons ici un algorithme optimisé permettant de ré-
riantenO(q?) [2,3] et 'espace mémoire nécessaire au stockaggyire cette complexité a un ord@(n,,, log, n.,). Cet algo-

des messages &)(q). En conséquence, les corps d'ordre €le-rithme est décrit dans la section 4. Le principal intérét du nou-

Vés (¢ > 64) ne peuvent étre considérés pour une implantage| aigorithme que nous présentons ici est de montrer par simu-

tion matérielle. Le décodage BP des codes LDPC consiste g&ions que les simplifications)(et (i) apportent une perte de

la mise a jour des messages (tail)ecirculant sur les branches performance négligeable, en utilisant une compensation opti-

du graphe bipartite associé aux codes LDPC [2]. Les messaggfsée des messages. L'algorithme, appelé EMS, que nous pro-

circulant sur les branches représentent les densités de probalisons ici a une complexité trés faible et représente la premiére
lit¢ des symboles du code et sont donc des vecteurs de tail@ytion de décodeur non binaire pratique pouvant concurren-

q- Dans [6] nous avons présenté un algorithme de décodag@y |es décodeurs binaires. Nous montrons dans la section 5 des

simplifié pour les codes non binaires ayant une complexité dasimulations de taux d’erreur trame prouvant cette assertion.
minée parO(n,,?), basé sur l'utilisation des,, << ¢ va-

leurs les plus fiables lors de la mise a jour des messages par la

fonction de parité. Nous proposons dans cet article deux am@  Notations et position du probléme
liorations significatives de réduction de complexité par rapport

a l'algorithme présenté en [6] i)(dans [6], 'espace mémoire  Un code LDPC dan& F'(¢) est défini par une matrice de pa-
nécessaire n'était pas réduit et restait de I'or@ng). Nous rité H creuse de dimensiol x N (R = XM est le rende-
proposons une structure modifiée des messages permettantrdent) dont les éléments non nuls appartienneGidq). Les
réduire la complexité de stockage éxn,,) avecn,, << ¢,  multiplications effectuées dans le cori¥’(¢) seront notées
a l'aide d’'une opération de troncature. Cette approche est dé: et tout élément d’un corps Gé) peut étre décrit en fonction
crite en détails dans la section 3 et résoud partiellement le profun élément primitif du corps. Le corps de Galois est donc

bleme de la taille mémoire nécessaire a I'implantation d’'un déeomposé des élémenis, o, o', ..., a?72}.
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La représentation graphique des codes LDPC non-binairete cette section.
consiste a connecter I'ensemble désceuds de variables aux
M nceuds de parité. Dans le cas de codes LDPC réguliers, lesDéfinition [message compensé] :
nceuds de variables sont connectés dranches et les nceuds Soit A un message du graphe qui représente un vecteur LDR
de parité al. branches. detaille ¢q. Le message tronqué associé B contient les n,,, plus
L'algorithme de propagation de croyances consiste en dewgrandes valeurs de A, triées dans un ordre décroissant, plus
étapes de calcul. Premiérement le passage par les noeudsude valeur supplémentairey, € R.
données est une multiplication termes a termesidesl mes-
sages entrants. Deuxiemement, le passage par les nceuds dgne maniére de fixer la valeur du scalairg est de sup-
parité consite en une marginalisation desmessages entrant poser que le message tronqué doit représenter un vecteur de

conditionnellement a 'équation de vérification de parité :  poids de probaitité dont la somme des éléments doit valoir 1 :
de 220_1 PB [k]"’(q*nm)P’YA =1, OU{B[k] }kE{O,...,nm—l} re-
Z hh®c =0 (1) présente les valeurs des probabilités associées au vecteur LDR
=1 B. La normalisation du vectetl; est donnée par :
ou h; sont des éléments non-nuls de la matiitetc; les sym- N —1
boles correspondants du mot de code. Cette deuxieme étape (¢ — nm) Py, =1 — P40] Z eBlH
est trées complexe et représente I'obstacle majeur au décodage =0
de codes LDPC dans des corps d’ordre élévés. La complexité
par nceud de parité est de I'ordre @éq?), et peut étre rame- P _1__ el BlK]
PN " . , YA PA[0] k=0
née a une complexité moindéq * log(q)) lorsqu’on effec- = =
PA [O} q—"Nm

tue le calcul dans le domaine de Fourier [2]. Cependant, sous

cette forme l'algorithme de propation de croyance requiert .

des multiplications et des divisions, ce qui est dommageablea P, K A Tt
. . : . : . ke 7, S (k] _ Blkl | _ _

toute implantation pratique. En vue d'une implantation maté- 1°8 P4[0] log Ze Z e log(q — nm)

rielle des codes LDPC non-binaires, il est donc nécessaire de F=0 k=0

proposer un décodeutilisant des logarithmes de rapports de

[

vraisemblance comme messages, ne nécessitant que des addi- B Al
tions. Nous allons utilisr, pour désigner le vecteur log-rapports va = log Z € —log(q — nm)
de vraisemblance (LDR) d’une variable aléatoire GF(q), k=0,A[k]¢ B
la notation suivante : On remarque que le calcul de la valeur supplémentairee-
L(z) = [L[0]...L[q— 1”T quiert lesq — N valgurs i.gnorées du.vecteAr gt I’uFiIisation
d’une fonction non-linéaire. La fonction non-linéaire peut étre
ou P(z = o) exprimer en fonction de I'opérateutax *(x1, x2) [3]. Ainsi,
Lli] = log Pz = a0) (2)  un utilisant I'approximation
-0 max *(z1,x2) = log(e** +¢e*?) ~ max(z1,x2) [3], nous
avecP(z = «;) la probabilité que la variable aléatoiteest  gbtenons :
egale a; € GF(q). Avec cette définitiorL[0] = 0, L[] € va = Blng] —log(q — nm) (3)
R. En général, les vecteurs message a la sortie du canal sont )
des vecteurs de dimensign- 1 et ils sont notés par,, =  OUB[nn] estlaplus grande valeur parmi |(5}ﬁ* ny) valeurs
[Len[Flreo....q-13)7- Dans ce cas, les probabilité§z = ) |,gno,ree_s du vecteuk. Afln de compenser I'approximation de
dépendent de la statistique du canal. 'opérationmax™, on ajoute une correction globale sur tous les

messages dont la valeur est fixée par simulation. Pour quanti-
fier la valeur de la correction globale, nous calculons le seuil
3 Structure des messages tronqués de convergence du décodeur en utilisant un algorithme d’évo-
lution de densité, outil désormais classique pour I'étude des
On noteU (respectivemer¥) les vecteurs des messages encodes LDPC [1]. Ce seuil correspond @i, /Ny) minimal au
trants (respectivement sortants) dans un noeud de parité, repdela duguel un code de taille infinie atteint une probabilité d’er-
sentés a l'aide de LDR, comme dans [3, 4, 6]. Les messdgesreur nulle. Ainsi, plus le seuif est faible, meilleures sont les
et U sont limités a seulement,, valeurs (les plus grandes). performances.
De plus, les valeurs d’'un message sont triées par ordre décroi-
sant. AinsiV[0] représente la valeur maximale ¥tn,,, — 1]
est la valeur minimale d¥. Bien qu'intéressante en terme de 4~ Algorithme a complexité minimale
réduction de mémoire et de calcul, 'opération de troncature de
messages introduit une perte d’information qui conduit a une Lalgorithme EMS peut étre implanté d’'une maniére efficace
dégradation des performances du décodeur. Cette perte de pem-utilisant la méthode récursiproposée dans [2] pour la mise
formances peut étre atténuée en employant une compensatéijour des noeuds de variable et de parité. Cette méthode s'in-
appropriée de l'information qui a été tronquée. Dans le but deerpréte comme une implantation type "Forward/Backward" du
développer un décodeur a faible complexité, nous avons choisalcul des fiabilités. A chaque étape de récursion, appelée étape
de compenser les; (— n,,) valeurs tronquées par une valeur élémentaire, on considére seulement deux messages entrants
scalaire simpley, que I'on se propose de justifier dans la suitepour effectuer le calcul des fiabilités.
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4.1 Etape élémentaire : Noeud de parité avec
Comme précisé dans [3, 6], une implantation récursive dg _ { 1] ?f Bill] = Bvk] k,1€{0,...,nm —1}
I'étape correspondant a I'équation de parité permet de ne consi- v B[l ¢ By

dérer que seulement deux messages entréhts et le mes-  |a valeur de compensationest utilisée lorsque I'index requis
sage de sortie est stocke dans le vecteuPar souci de clarté n'est pas présent dans le message d'entrée.

on notedy, f1 ety (of sizen,,) les vecteurs index qui stockent S |e vecteur d’entré¥ correspond au vecteur de canil{)
les élémentsy, € GF'(q) associés aux valeurs des LDR desdu symbole regu, 'equation (6) devient :

vecteursV, | etU. Par exemplel/[k] représente la valeur LDR

qui correspond au symbol&; [k] € GF(q). Nous définisons T =VIk+Y ke 0, —1}
S(By[i]) comme étant I'ensemble des toutes les combinaisor&[nm, + k] = Len[Br[k]] + I[k] ke{0,...,nm—1}
possibles des symboles qui vérifient I'équation de parité réduite

Bvli] @ Buljl ® Brlp] = 0, avecBy [i] € GF(q) I'élément du

corps de Galois correspondant a la valeyi] . Les valeursdu  -€ Message de sortiécontient lesu,, plus grandes valeurs du

message de sortie sont obtenues & I'aide de I'équation : vecteur?':
V= max (Ujj]+1I[p]) i€{0,....,nm—1} (4) U = max(T)
S(Bv[i]) m

Nous proposons une stratégie de parcours des deux vecte%s luation de la réduction d lexité
triesU etl, qui fournit un nombre minimum d’opérations pour 3 EV"’} uation e,a re_ UCt'O,n e gomp exite et
le calcul desn,,, valeurs de sortie triées du vectevir Pour la de I'espace mémoire de 'algorithme EMS

glarte _de la présentation, nous utlllsc?qs une maMceonstrune La complexité totale de I'algorithme EMS pour un code ré-
a partir des vecteurd etl, chaque élément d&/ étant de la

f Mliol — Ul + Il C i ont log? gulier (d,, d.) est donnée dans le tableau 1. On remarque que
orme M{[j, p] = Ul[j] + I[p]. Cette matrice contient les;, 5 oo mplexité de décodage de I'algorithme proposé varie en
can_dldats pour la mise a jour du ve_c‘teUrLe_\ but de notre al- O(nm, log, nyy,) pour la mise a jour des noeuds de parité ainsi

gorithme est d'explorer d'une maniére efficace la matdde gue pour les noeuds de variable. En un sens, les deux princi-

aflnt.de cal<t:.t|J.Ier |E(Tra:ctlyt<emeé?t Ie;an pluts gtra(ldestyazlieurs de pales étapes de décodage ont des complexités équivalentes, ce
sortie, en utiisant e fait quel est construile a partir des mes- qui peut constituer un avantage pour une implantation mate-

sages tries : rielle basée sur un modéle deopesseur générique. De plus,
1. Initialisation : les valeurs de la premiére colonneMe gn peut remarquer que la complexité de décodage ne dépend
sont introduites dans un trieur de taillg, . pas dey, I'ordre de corps sur lequel le code est défini.
2. Sortie : la plus grande valeur est calculée et recopiée dahe principal avantage de I'algorithme EMS est qu’il conduit a
le vecteuV. une réduction massive de la complexité de décodage

3. Evolution : Le voisin droit - en ce qui concerne la matrice (€NO(1m log, (ny))) comparé aux algorithmes classiques (BP)

de M - de la valeur remplie est introduit dans le trieur . dui sontde complexité variant@n(¢®). o ]
4. Allera (2) Discutons & présent de I'espace mémoire nécessaire a un dé-

. . L . codeur LDPC non-binaire, cet espace pouvant étre partagé en
En utilisant cet algorithme la complexité associée d'un neeugle ) sous-ensembles indépendants. Le premier servant au sto-
de parité ,est,dor_mnee P&l (1, 1083 ) qw,_corre_spond aU  ckage des messages représentant les vecfeyret 'autre
nombre d’opérationsiax nécessaires pour linsertion des, 4 les messages extrinséques sous la forme des vebteurs
valeurs dans une liste déja trice. Cette complexite est significg; | gous I'hypothése que chaquelar réelle de fiabilité

tivement plus faible que celle des algorithmes existant dans lr%spectivement du symbole Gff(est stockée suN bits (resp.

littérature [3, 4, 6]. log, (q)) bits, 'espace mémoire occupé par les messages extrin-
_ ) seques est égual@, « N = d,, * (Nbits+log, q). Le deuxiéme
4.2 Etape élémentaire : Noeud de variable avantage de I'algorithme proposé est que son espace mémoire

. . . L varie donc linéairement aveg,, avecn,,, < q.
L'étape élémentaire pour la mise a jour des noeuds de va- m 4

riable est caractérisée par les messages d’eltrdect le mes-

sage de sortiéJ. Les vecteurd/ , | et U sont triés par ordre 5 Comparaison avec les codes et déco-
décroisant. Soienty, (5 et Sy les vecteurs index qui leur sont .

2SSOCIGS. deurs binaires

En utilisant les équations de I'algorithme BP dans le domaine , L .

logarithmique pour la mise a jour des noeuds de variable [3], le Nous présentons a présent une comparaison en termes de

but d’une étape élémentaire est de calculer le vecteur de sorfi@MProM's complexne/perfprm_ances entre | a]gorlthme EMS
U contenant les,,, plus grandes valeurs parmi s, va- gue nous proposons et son équivalent binaire, I'algorithme Min-

leurs candidates. Sdit un vecteur intermédiaire de taitt,,,, ~ >uM COMMgé. La complexité de I'algorithme Min-Sum (MS)

le traitement d’'une étape élémentaire dans le cas de la mise-§1ge, par itération et pour un nceud de parité de dégrest

jour d’'un noeud de variable est décrit ci-dessous : €gale a 3(d, —2) opérationsnin, 3(d,, — 2) OpérationtOR
dédiées au calcul du signe de la valeur de sortizatditions

réelles pour la correction. La complexité associée a un calcul
Tkl =VI[kl+Y kef{0,...;nm =1} (5)  de nceud de variable de degté est, elle, ded,, — 1 addi-
Tnm + k] = yv + I[k] ke{0,...,n,—1} tions réelles. La complexité totale de I'algorithme EMS pour un
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Nb. max Nb. add. réelles Nb. add. GF(q)
Neeud de parité 3(de — 2)ny, logy 1y, 3(de — 2)(2nm) 3(de — 2)(2nm)
Neeud de variable | (d, + 2(dy, — 2))n., logs (2n,,,) | (dy + 2(dy — 2))(2n,) 0
Node de permutation 0 0 N (dy + de)

TAB. 1 — La complexité de I'algorithme EMS

R=0.5, QAM256, N_b=1008
¥ T T

code régulierd,, d.) est donnée dans le tableau 1. Nous avons 10°
testé le comportement des deux algorithmes sur deux type ¢
canaux, BI-AWGN et QAM-AWGN. Les codes binaires que 107}
nous utilions sont des codes LDPC proposés dans [5] et sor
connus pour étre trés compétitifs aux tailles considérées. Not 107
avons représenté dans les figures Fig.1 et Fig.2 une compatri
son des performances a taille finie de I'algorithme EMS poul
diverses complexitésu(,, = 6,12,18,36) et de I'algorithme
MS pour un code binaire équivalent sur le canal QAM256-
AWGN et le canal BI-AWGN. La taille des mots de code est 10°]

. . —%— EMS GF(256) nm=6
N, = 1008 bits pour le rendement R=0.5 (Fig.1)8} ~ 1057 —&— EMIS GF(256) nm=12

bits pour R=0.77 (Fig.2). Les codes non binaires considéré — 10°:| “5_ £us orece im0

10°

H
o\
L
T

Taux d’erreur bloc

sont des codes régulietsltra-creux" dans GF256) (Fig.1) et ——*— MS binaire corrige

GF(64) (Fig.2), dont tous les nceuds de variable ont un degr W es s es 10 105 11 1s 1 s
2, ces derniers ayant été identifiés comme performants a c BN

tailles [2, 4].

L'écart entre les deux algorithmes est fortement dépendant d@c. 1 — Comparaison EMS vs. Min-Sum binaire, canal
la valeur du parametre,,. Lorsquen,,, se rapproche de la va- QAM256-AWGN

leur de I'ordre du corps, les performances du décodeur s’amé-

liorent et dépassent celles du code binaire. Un des aspects | R=0.77. N_b=1057

plus intéressants est qu'aveg, = 6, 'algorithme EMS pré- w’ -
sente une complexité équivalente de I'algorithme MS binaire -
avec une perte négligeable dans le cas de la figure Fig.2. C
pendant, une complexité cinq fois plus grande est nécessai 10°F
(n., = 18) pour atteindre les performances du décodeur binairt
dans le cas d’'une transmission sur canal QAM256-AWGN (Fi-
gure 2) ce qui reste tout a fait raisonnable, surtout en regar
des complexités proposées dans la littérature pour les déc
deurs non binaires [2, 3]. Dans les deux cas, une augmentatic
de la complexité de décodage permet d’atteindre de meilleure 10°)
performances que les solutions code/décodeurs binaires, ce ¢
nous permet d’affirmer que les codes LDPC non binaires dan w07
des corps d’'ordres élevés sont désormais des concurrents f 0° ‘ ‘ ‘ ‘
tentiels sérieux des codes LDPC binaires lorsqu’ils sont décc : EN
dés a l'aide de I'algorithme EMS.

T
—@— MS binaire corrigé

—%— EMS GF(64) nm=12)
—&— EMS GF(64) nm=183
—O— EMS GF(64) nm=6

107E

107 E

Taux d'erreur bloc
L

107F

) FIG. 2 — Comparaison EMS vs. Min-Sum binaire, canal BI-
6 Conclusion AWGN
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codage non-binaire a complexité réduite, I'algorithme EMS. over GRg),” IEEE Commun. Lett.,, vol. 2, pp. 165-167, June
Celui-ci est un bon candidat pour une éventuelle implantation 1998.
matérielle d’un décodeur LDPC non-binaire en raison de Sf8] H. Wymeersch, H. Steendam and M. Moeneclaey, “Log-Domain
faible complexité et d'une quantité de mémoire pour le sto-  Decoding of LDPC Codes over Gf),” The Proc. IEEE Intern.
ckage des mesages inférieure a celle des autres algorithmes Conf. on Commun., Paris, France, June 2004, pp. 772-776.
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