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Résumé — Les systemes de fonctions itérés (IFS) constituent des modeéles paramétriques intéressants pour la génération d’en-
sembles fractals [1,3]. Le principe des IFS repose sur l'itération d’un ensemble d’opérateurs de compression-dilatation-translation.
Sous des hypotheses peu restrictives, un IFS posseéde un unique point fixe en général fractal. Initialement proposés dans un cadre
déterministe, les IFS ont été généralisés au cas aléatoire dans des espaces abstraits au début des années 80 [4,5]. La spécialisa-
tion au cas des signaux aléatoires a été effectuée par Hutchinson et Riischendorff en 2000 en plagant 1’aléa sur les opérateurs.
Nous proposons ici de compléter le modele en placant ’aléa sur les opérateurs et en ajoutant un deuxieme aléa sur 'arbre de
construction sous-jacent a 'ITFS. Nous montrons que I'IFS ainsi défini converge sous certaines hypothéses vers un unique point
fixe, auto-similaire d’un point de vue statistique.

Abstract — Iterated function systems (IFS) are interesting parametric models to generate fractal sets [1,3]. The general idea
of an IFS is to compress, dilate and translate a given set with a set of operators, and to iterate the procedure. Under weak
assumptions, IF'S possess a unique fixed point which is in general fractal. IF'S were first introduced in a deterministic context and
were generalized to the random setting on abstract spaces in the early 80’s [4,5]. Their adaptation to random signals was carried
out by Hutchinson and Riischendorff in 2000 by considering random operators. This study extends their model by considering
not only random operators but also a random underlying construction tree. We show that the corresponding IFS converges under

certain hypothesis to a unique fixed point, which is statistically self-similar.

1 Introduction

L’étude des signaux présentant ce que ’on appelle com-
munément une invariance d’échelle a connu ces 20 der-
nieres années un essor considérable, et trouvant des ap-
plications dans de vastes domaines, de ’étude de la tur-
bulence développée a la biologie, de 1’électronique au télé-
trafic informatique. Le terme invariance d’échelle se réfere
aux signaux ne présentant aucune échelle d’étude carac-
téristique, chaque échelle jouant un role semblable. Un
modele simple présentant cette propriété a été introduit
formellement par Hutchinson dans les années 80, connu
sous le nom de systeme de fonctions itérés ou IFS [1]. Les
IFS produisent des signaux qui peuvent étre multifractals
[6]. Ce formalisme a été par la suite adapté aux mesures
et aux fonctions.

Un IFS consiste a appliquer récursivement un opérateur
T possédant certaines propriétés. Dans cette étude nous
nous bornerons a ’étude des IFS agissant sur ’espace des
fonctions, que nous notons L,(X) dans le cas des signaux
déterministes et L, (X) dans le cas aléatoire. La procédure
ainsi définie nécessite de définir un signal de départ fy :
X — R. S’assurant que l'espace de travail est complet,
on peut alors montrer que pour une classe d’opérateurs T'
I'TF'S converge vers une certaine fonction f* :

T" fo — f* lorsque n — 400 (1)

ou l'on désigne par T le n-ieme itéré de T. Cette fonc-

tion f* est en fait I'unique fonction vérifiant f = T'f.
En d’autres termes, f* est le point fixe de I'IF'S associé
a T. On suppose qu’il est possible de décomposer T en
un ensemble de M opérateurs non-linéaires plus simples
o;i : RxX — R pour 1 < 7« < M. Chaque ¢; déforme
le signal d’origine et envoie le signal transformé sur un
sous interval X; = p;(X) de l'intervalle de travail X. Plus
formellement,

M

(Tf)(x) =D dilfle; (@), 0 (@)L (@) (2)

i=1

Les 9; : X — X partionnent X en sous intervalles dis-
joints. 1, (x) est la fonction indicatrice de I'intervalle X;.
Cette construction peut étre représentée par un arbre de
construction M-aire, comme schématisé sur la figure 1
pour M = 2. L’opérateur T est alors appliqué a chaque
neeud de I'arbre de construction. Dans [1], aléa est placé
uniquement sur les opérateurs (¢1,...,dnr) tout en gar-
dant M fixe. Une précédente étude [2] rend possible la
construction de 'IFS lorsque M est alors une variable aléa-
toire, mais en considérant des opérateurs déterministes
apres conditionnement sur le nombre de fils & un noceud
donné de larbre [2]. Ici nous complétons le modele en au-
torisant non seulement une structure aléatoire de 1’arbre
de I'TFS ainsi que des opérateurs (¢1,...,dar) aléatoires.
Une réalisation du point fixe consiste sous réserve d’exis-
tence a une réalisation d'un arbre aléatoire dont chaque
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F1G. 1 — Arbre binaire associé a un IFS pour M = 2

branche est dotée d’une réalisation d’un couple d’opéra-
teurs aléatoires {¢;, 0;}-

Le papier s’organise de la fagon suivante. Nous commen-
cons par donner les espaces de travail et par définir un sys-
teme de fonctions itérés sur des arbres de Galton-Watson
avec opérateurs aléatoires. Cette définition requiert la cons-
truction d’un espace probabilisé des arbres étendus qui est
présentée dans la partie 3. Par arbre étendu nous enten-
dons un arbre dont chaque branche est munie d’un opéra-
teur aléatoire. Enfin nous montrons les conditions d’exis-
tence et d’unicité du point fixe d’un tel IFS.

2 Définition de I'TFS

Nous spécialisons cette étude au cas des signaux aléa-
toires. Afin de différentier les espaces de travail détermi-
niste et aléatoire, désignons par L, (X) = {f| [ [f(t)|Pdt <
+0o} Pensemble des fonctions déterministes p intégrables.
Cet espace est dotée de la métrique d,, définie par d,(f, g) =
(Jx If(t) = g(t)|pdt)%, le rendant complet (théoréme de
Riesz-Fisher). Soit (X, F,P) un espace probabilisé. On
définit alors I'espace des fonctions aléatoires p-intégrables
par :

L, = {fs(t)o €%, teX| E[/ o (OlFdt] < +o0)
X
Cet espace est muni de la métrique

d5 :¥(f,9) €L, di(f,g) = EF [di(f,0)]

le rendant complet. La preuve de la complétude de (L, d;)
est similaire a celle de Riesz-Fisher dans le cas détermi-
niste et n’est pas donnée ici. f est ici un processus aléa-
toire et une réalisation de ce processus est donnée par f,
ot o € X. L’opérateur T' agit donc sur I'espace L, de la

maniere suivante :

(@) = b0517D (05 1)), 05 L @) gy, 00 (@) (3)

j=1

ott les f1) sont des copies i.i.d. du signal f. Les Ovy.j Dar-
tionnent de maniere aléatoire l'intervalle de travail X en
vp sous-intervalles. Le facteur de contraction de g,,,; est
une variable aléatoire r,, ;. Les fonctions ¢,, ; sont des
fonctions a 2 variables, Lipschitziennes en leur premiere
variable, avec pour facteur de Lipschitz la variable aléa-
toire K, ;. vp est distribué selon un vecteur de probabilité
q. Autrement dit, lorsqu’on se place a un nceud de I'arbre,
lopérateur T transforme le signal f a l'aide d’une classe
d’opérateurs aléatoires tous partionnant l'interval X en un
nombre adéquat de sous-intervalles égal au nombre de fils
du noeud considéré.

Soit f un signal obtenu a ’aide de cette procédure. Si f
est le point fixe d’un IFS aléatoire (c’est a dire si I’égalité
f =T est vraie en distribution) alors conformément aux
notations précédentes f, désigne une réalisation d’un tel
signal, pour ¢ un élément de X. Il reste donc a spécifier
la structure de cet espace ¥ et de le doter d’une tribu et
d’une mesure de probabilité.

Revenons dans un premier temps sur la construction
proposée dans [2] ol seul 'arbre de construction de I'TFS
était rendu aléatoire. Par arbre aléatoire nous entendons
arbre de Galton-Watson, c’est a dire un arbre pour lequel
le nombre de fils d’un neeud est aléatoire, indépendant des
autres nceuds mais de méme loi de probabilité. A une réa-
lisation d’un arbre (infini) de Galton-Watson correspond
un unique point fixe de 'IFS. En effet, chaque groupe
d’opérateurs déterministes {¢;, 0;} pour i variant de 1 &
N est associé aux branches issues d’'un nceud de ’arbre des
que ce nceud possede N fils. L’espace X & considérer était
alors l’espace probabilisé des arbres de Galton-Watson [7].
Ici le scénario est différent puisqu’apres conditionnement
a chaque noeud de ’arbre, on associe a chaque branche
une réalisation d’un ensemble d’opérateurs {¢;, 0;}. A un
arbre réalisé correspond donc une infinité de points fixes
possibles de I'IFS. 1l faut donc définir une nouvelle struc-
ture pour l'espace % dont les éléments sont des arbres
étendus. Cette construction est détaillée dans la section
suivante.

3 Espace des arbres étendus

La construction de ’espace probabilisé s’appuie sur 2
résultats connus de la théorie de la mesure. Le théoreme de
Tonescu Tulcea va nous permettre dans un premier temps
d’étendre un espace probabilisé & un autre plus grand a
I’aide d’'un noyau de probabilité. Enfin cette procédure
pourra étre répétée indéfiniment en utilisant le théoreme
d’extension de Daniell.

Tonescu-Tulcea. Le résultat de Ionescu-Tulcea s’ap-
puie sur la notion de noyau de probabilité. Il permet de
chalner correctement n espaces mesurables (4,,.4,) en
définissant une probabilité conjointe sur ’espace produit

n
I A: & partir de n noyaux de probabilité x,;, 1 < i < n.

i=1
Si on considere dans un premier temps n = 2, un noyau de

probabilité est défini comme une fonction k1 : A1 X Ay —
[0,1] qui possede les 2 propriétés suivantes : pour tout
E € A, a — k(a, E) est une fonction mesurable sur A;
et pour tout @ € Ay, E — kj(a, E) est une mesure de
probabilité sur (As, As2). k1 définit donc une distribution
de probabilité sur A sachant que l'on était a 1’état a a
I’étape d’avant. Considérons maintenant n = 3. k1 reste
inchangé. On définit ko : A7 x Ay x A3 — [0,1] comme
étant une distribution de probabilité sur A3 sachant que
Pon était dans ’état (a1, as) a létape précédente, pour
a; € A;, 1 =1,2. Alors le noyau k1 ® ko permet de mesu-
rer des ensembles de Ao X A3 depuis un état initial a; € Aj;.
Soit £ C Ay x Az, alors

(9 ka1, B) = [ [ 1600, clwa(ar, dbea(an b do

Le résultat de Ionescu-Tulcea s’énonce alors comme suit.
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Soit k1 une mesure de probabilité sur (Aq,.4;) et suppo-
sons que pour tout m > 2 il existe un noyau de proba-
n—1
bilité K, : [] Ax — A,. Alors il existe une suite de va-
i=1
riables aléatoires X7, ..., X, prenant respectivement leurs
valeurs dans A1, ..., A, et tel que la distribution conjointe
n
de Xy,..., X, soit donnée par ) k;.
i=1

Daniell. Le résultat de Daniell nous permet d’étendre
une mesure sur un nombre fini d’espace produit a une me-
sure sur une nombre infini d’espace produit. Soit Ay, Ao, . ..
une suite d’ensembles mesurables et p, une mesure sur
I’espace produit A; x ... x A,. Alors, sous I’hypothese
que tp+1(. X Apy1) = pn (qui est d’ailleurs vérifiée dans
le cas ou la mesure considérée est celle obtenue a ’aide de
la procédure précédement décrite) il existe une mesure p

oo n
sur ] A; telle que la restriction de p & [] A; soit wy,.
i=1 i=1

Espace des arbres étendus. Soit (A, D, P) V'espace

probabilisé des éléments de la forme

0= (M,¢1,...,0Mm,01,--.,0M)

6 porte donc comme information le nombre de fils & un
neeud ainsi que les opérateurs attachés a chacune de ses
branches. Le noyau de probabilité permettant de construire
la premiere génération des arbres étendus (espace K! =
A) est simplement donné par k; = P. Il s’agit maintenant
de construire ko afin de définir correctement une mesure de
probabilité sur I'espace étendu restreint aux 2 premieres
générations. On définit K7, j > 2, génération j de 'arbre
étendu, ainsi :

K ={{5()}|i=1,...,Z; 6(i) € A Z; € {1,2,3,...}}

La o-algebre associée a K7 est alors

Dj:UDk

E>1

o D =D x...xD k fois. La construction de ko suppose
connue la premieére génération, en particulier sa taille Z;.
Lorsque Z5 est strictement supérieur ou inférieur a Z1, on
définit ko = 0. Cela nous assure que tous les noeuds de
la premiere génération (et seulement eux) possédent une
descendence. Sinon,

Z
ka(Er % ... x Eg, | Z1) = [ P(E) (4)

ou chaque E; € D. Cette procédure est illustrée sur la
figure 2. On répete alors la procédure n fois ce qui nous
permet de construire une mesure de probabilité sur les n
n
premieres générations [] K* en utilisant le théoréme de
i=1
Tonescu-Tulcea, puis de laisser n tendre vers 'infini d’apres
Daniell. Soit K l’espace produit limite et x la distribu-
tion de probabilité construite sur cette espace. On appelle
alors (K, KC, k) l'espace probabilisé des arbres étendus de
Galton-Watson. Les notations suivantes sont utilisées. Soit
() la racine de I’arbre marqué. Si vy représente le nombre de
branches issues de la racine de ’arbre alors chaque nocud
fils est appelé i pour ¢ variant de 1 a vy. La deuxieme géné-
ration de ’arbre est alors appelée ij pour 1 < j < v;. Plus

Génération 1

(K'k,)

Geénération 2

(K*.K,)

Génération 1+2

(K'X K2, K, ®K,)

Fic. 2 — Espaces K', K2 et K' x K? munis de leurs
mesures de probabilité. § € K! possede 3 fils. Condition-
nellement & §, seul 6(2) € K? représenté ici pourra lui
étre rattaché puisque lui seul est composé de 3 groupes de
branches rattachés & un nceud. ko associe a cette combi-
naison une probabilité non nulle et telle que l'on ait in-
dépendance d’un nceud a l'autre de l'arbre. ko = 0 pour
0(1) et 6(3). Par soucis de clarté, les opérateurs attachés
a chacunes des branches ne sont pas représentés.

généralement, un noeud est un élément de U = Un>0 N*”
et une branche est définie comme étant un couple (u,uy)
ou u € U et j est un entier strictement positif. On consi-
dere enfin T, (k) le sous-arbre de k € K enraciné en u :
Tu(k) = {v | v € U et uv € k}. Par construction, les va-
riables aléatoires T; sont indépendantes et de méme loi
(équation 4).

4 Existence/Unicité du point fixe

Le théoreme ci-dessous énonce les conditions d’existence
du point fixe de I'TF'S aléatoire :

THEOREM 1 Soit (K, K, k) Uespace étendu des arbres de
Galton-Watson. En gardant les méme notations que pré-

vp
cédement, siEy Y- 1y 5 [ |dv,,5(0,2)[Pde < +oo pourl <
j=1

vy
p<tooet A=Ey > 1y, ;K] o <1, 00K, estlespé-
j=1

rance mathématique sous k, alors pour tout fo € L,(X), il
existe une unique fonction f* qui satisfait f* =T f* dans
L, et telle que
* mn * )‘% *
dp<T f07f ) < ﬁdp(ff)?TfO) (5)
1—A»
qui tend vers 0 lorsque n — +o00.

La preuve de ce théoréme se décompose en 2 étapes. La
premiere étape consiste a s’assurer que 'opérateur T' en-
voie L, sur lui méme. Ensuite, il suffit de montrer que T est
un opérateur contractant dans 1’espace métrique complet
des fonctions aléatoires p sommables, le théoreme du point
fixe assurant alors lexistence (et I'unicité) d’un unique
point fixe.

Soit f € L,,. Précisons la construction de copies i.i.d. de
f, basée sur sa structure d’arbre sous-jacente. Pour cela,
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on utilse la propriété d’homogénéité des arbres étendus :
flgj ) = Jr;x) pour k € K. Puisque les variables T} sont
i.i.d., il en va de méme des fonctions f0).

Premiere étape : Soit f € L,. On montre que T'f € L,
cest & dire que By [, [(Tf)(z)|Pdz < +o0. En revenant
a la définition de T'f, en utilisant la propriété d’emboite-
ment de l'espérance E,(.) = E[E.(.[{vg){di, 0i}}] et les
propriétés contractives des o, T'f peut étre majoré par

E. Y run Bl / 160057 P W), 9Pyl (o) (1. 0:}}] (6)

ollon aposéy = Qj_l () et olt on a majoré le Jacobien de la
transformation par ry, ;. By [5 |6u,,;[f9 (y), y]|Pdy s'écrit
aussi ;P ¢y, ;[f), Id],0) ot Id est la fonction identité et
0 la fonction nulle presque partout. On majore (6) par 2
termes provenant de I'inégalité triangulaire.

vy .
2By 3 iy i (G0 g UK 1) 6wy 510, 1)+

vy
PE. > 1y 27 (60,500, 1d),0)  (7)

j=1

Le membre de gauche est borné puisque f € LL,,. Le terme
2

de droite peut s’écrire aussi E Y° r; [¢;(0,z)|Pdx et est
j=1

fini par hypothese.
Deuxiéme étape : Soient f et g dans IL,,. Alors

G101 T9) =B, [ |50 - (o)) do

La procédure est semblable a celle de ’étape précédente.
On remplace T'f et T'g par leur définition et on utilise les
propriété d’emboitement de 1’espérance et de contraction
des ¢ pour montrer que la distance entre T'f et Tg est
majorée par :

vy
B> rsBi [
j=1 X

ou Ef = E.[.|{vp){¢:, 0:}}]. En utilisant enfin la propriété
de Lipschitz des ¢ et i.i.d. des ) et ¢(¥, il vient

AP (Tf, Tg) < AP(f,9)

ol A est défini dans ’énoncé du théoreme. Sous 'hypo-
these A < 1, le résultat suit.

En fait, il est facile de démontrer que f* est I'unique
point fixe vérifiant 1’égalité f = T'f en distribution. Pour
ce faire, il faut se munir d’un nouvel espace complet de
travail comme proposé dans [1]. Nous ne détaillerons pas
ici sa construction.

Le type de signal obtenu est illustré figure 3. Les para-
metres de I'IFS considéré sont donnés dans la légende.

Dy FD W), 9]~ 61y 3169 (). 91| ]

5 Conclusion

Cette étude permet de compléter le modele proposé par
Hutchinson et Riischendorff pour la génération de signaux
autosimilaires a ’aide d’IF'S [1]. La construction de tels si-
gnaux est obtenue en autorisant une structure doublement

(c)

F1G. 3 — Une réalisation du point fixe (a) et sa valeur
moyenne (b). Les ¢, ; se décomposent de la maniere sui-
vante ¢; ;(x,t) = s;z+ X ;(t) ou X suit une loi normale
de moyenne 1 et variance 0.25. s; = 0.6, s = 0.7, s3 = 0.3,
Cra(t) =t(1—1t), Ca(t) =17, Caa(t) =1 -3, (31(t) = ¢,
Go(t) = (t+1)(2—t) and (33(t) = t(1 — t)3. Pour les 2
figures du haut, vy prend les valeurs 1, 2 ou 3 avec proba-
bilité 0.2, 0.3 et 0.5. La figure de la rangée inférieure est
obtenue avec les probabilités 0.2, 0.2 et 0.6.

aléatoire puisque l'arbre sous-jacent est de type Galton-
Watson et les opérateurs sont stochastiques.

La grande flexibilité au niveau des parametres proposée
dans ce modele a cependant l'inconvénient d’augmenter
les problemes liés a leur estimation. Il serait maintenant
intéressant de caractériser les propriétés du point fixe ob-
tenu : continuité, expression de ses moments en fonction
des parametres de I'TF'S. La structure en cascade permet
aussi d’envisager une étude multifractale du point fixe.
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