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Résumé —

Cet article présente le premier estimateur quasi minimax adaptatif pour les images géométriquement réguliéres

dans un modele de bruit blanc. Cet estimateur combine les capacités d’approximation des bases orthonormées de bandelettes a
la théorie de la sélection de modeles. L’estimateur ainsi obtenu est calculable par un algorithme rapide dont 'efficacité théorique
peut étre prouvé. Ces performances sont confirmées par des expériences numériques sur des images naturelles.

Abstract —

This article presents the first adaptive quasi minimax estimator for geometrically regular images in the white

noise model. This estimator combines the approximation properties of the orthogonal bandlets bases with the model selection
theory. The resulting estimator is computed with a fast algorithm whose theoretical performance can be proven. This efficiency

is confirmed through numerical experiments on natural images.

L’estimation d’une image f dans le cadre du modele de
bruit blanc gaussien est un probleme classique en statis-
tique. Il s’agit de retrouver une image f de N pixels a
partir d’une observation bruitée

Y=f4+W

ou W est un bruit blanc gaussien normalisé et € un pa-
rametre de variance supposé connu. Pour les images f de
classe C* en dehors de contours eux-mémes C%, Koros-
telev et Tsybakov [KT93] ont montré au début des an-
nées 90 que pour tout estimateur F' le risque quadratique
E(||F = f]|)? ne peut décroitre, en fonction de I’écart type
e, plus rapidement que £2%/(2+1) Cet article présente la
construction d’un estimateur atteignant cette vitesse pour
les images géométriques & un facteur logarithmique prét
sans connaitre le parametre de régularité «. Cet estima-
teur repose sur la combinaison des bases orthonormées de
bandelettes qui permettent une représentation optimale de
ces fonctions dans des bases adaptées et des algorithmes
de sélection de modeles qui permettent de trouver une telle
base dans un cadre bruité. L’estimateur obtenu est calcu-
lable avec un algorithme rapide et ses performances sur
les images naturelles sont étudiées. Les détails théoriques
de cette construction sont exposés dans l'article [DPMO6].

1 Estimation et approximation
d’images géométriques

A partir d’une base orthonormée B = {b,},,, un estima-
teur non-linéaire est obtenu par seuillage F' = St (Y, B)

des observations Y par l'opérateur St

ST(978> = Z <gabu>bu- (1)

[{g,b.)|=T

Donoho et Johnstone [DJ94] ont montré que seuil T =
v/ 10gs(N)e est optimal quand e tend vers 0, dés que
~ est suffisamment grand (N est le nombre de pixels de
Pimage f). Ils relient de plus la décroissance de lerreur
entre f et son approximation fj; avec les M plus grands
coeflicients a la performance de I'estimateur

If = farl? < CLM = (2)
—  E(|f - F|?) < Cology(N)ea i1, (3)

ou C et C5 sont des constantes qui ne dépendent que de f.
Cette relation montre que la construction d’un estimateur
par seuillage efficace nécessite une base offrant une bonne
représentation des fonctions a estimer.

Images géométriquement régulieres. Les fonctions de
L?([0,1]?) qui sont de classe C* & l'extérieur de courbes
elles-mémes C® constituent un modele simple d’images
géométriquement régulieres. Il a été utilisé par Korostelev
et Tsybakov dans leur travaux pionniers sur I’estimation
des images [KT93]. Pour modéliser le flou da a la diffrac-
tion lors de 'acquisition des images, ces images peuvent
étre convoluées par un noyau de lissage quelconque. Ces
fonctions sont appelées fonctions géométriquement régu-
lieres C* — C*. La figure 1 en fournit un exemple.
Korostelev et Tsybakov [KT93] ont montré, en utili-
sant un argument de complexité, que quelque soit 1’esti-
mateur utilisé le risque quadratique de cette estimateur
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F1c. 1 - (a) Une fonction géométriquement réguliere. (b,c)
Ses coefficients d’ondelettes, la couleurs gris correspondant
au coefficients voisins de zéros. Les coefficients sont orga-
nisés par échelles 27 et orientation k.

ne peut décroitre en fonction de la variance 2 plus vite
que O(g2%/(@+1)) simultanément sur toutes les fonctions
C*» — C?. A partir de ce résultat, on montre que la vitesse
d’approximation optimale pour les fonction C* — C% est
If = Farl)? < O(M~%). Ce résultat se déduit de la relation
(2) & un facteur logarithmique pres.

L’approximation en ondelettes atteint cette vitesse pour
la classe restrictive des fonction uniformément C®. Les
ondelettes fournissent donc un estimateur par seuillage
asymptotiquement optimal pour cette classe particuliere.
L’introduction des discontinuités dans le modele des fonc-
tions C* — C“ fait perdre cette optimalité, 'erreur d’ap-
proximation ne satisfaisant plus que || f—fas[|? < O(M~1).

Les curvelets de Candés et Donoho [CD99] se rappro-
chent de la vitesse optimale avec une erreur d’approxima-
tion en O(logy(M)3M~2) pour des fonctions géométrique-
ment régulieres C?> — C2. Elles ne permettent cependant
pas d’exploiter des régularités plus grandes. Grace a une
représentation dans un frame adaptatif de bandelettes, Le
Pennec et Mallat [LMO05] ont obtenu la décroissance op-
timale O(M~%) pour @ > 1 & un facteur logarithmique
pres.

2 Bandelettes de seconde généra-
tion

La construction des bandelettes a été raffinée par Mal-
lat et Peyré [MP06] pour obtenir des bases orthonormées
adaptées aux fonctions géométriquement régulieres. Ces
bases de bandelettes de seconde génération sont définies a
partir d’une représentation en ondelettes en ajoutant une
étape de une transformation géométrique sur les coeffi-
cients en ondelettes eux-mémes.

Une base de bandelettes B(\) = {b,}, est paramétrée
par une géométrie A € A qui spécifie pour chaque échelle 27
et chaque orientation k d’une transformée en ondelettes :

— une segmentation dyadique des coefficients d’onde-
lettes correspondants,

— un flot vectoriel indiquant la direction approximative
de la géométrie pour chaque carré de la segmentation
contenant de l'information géométrique, c’est-a-dire
un contour.

Les bandelettes sont obtenues par un changement de bases
orthogonal orienté par cette géométrie sur les ondelettes
correspondantes a chacun des carrés de la segmentation.
La transformée en multi-ondelettes de Alpert[Alp92], pro-
duit alors ces fonctions appelées bandelettes b, qui per-
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Fia. 2 — (a) Coefficients en ondelettes d’une image. (b)
Exemple de segmentation dyadique d’une image géomé-

triquement réguliere. (c) Un flot adapté est calculé sur
chaque carré.

mettent de capturer la régularité directionnelle des con-
tours. La figure 2 montre un exemple de parametre A € A
possible pour une base de bandelettes adaptée.

Les bandelettes forment ainsi une famille de bases or-
thonormées indicées par des géométries. L’efficacité de
ces bases repose sur 'utilisation de deux algorithmes ra-
pides : le premier permet de calculer la décomposition/re-
construction d’une fonction f dans une base donnée B(\)
et le deuxieéme calcule une base B(\*) adaptée a f.

Algorithme d’approximation en bandelettes.
Etant donnée une géométrie A € A, l'algorithme rapide
de transformée en bandelettes permet de calculer la dé-
composition d’une image f dans la base de bandelettes
B(A) = {b,},. Cet algorithme, détaillé dans [MP06], cal-
cule une transformée en ondelettes orthogonale puis ap-
plique une transformée de Alpert directionnelle sur chaque
carré de la segmentation décrite par .

La meilleure approximation fj; de f avec M termes
dans cette base s’obtient en conservant les M plus grands
coeflicients en valeur absolue. Ceci est équivalent a définir
fa par un opérateur St de seuillage avec un seuil T adapté

fM = ST(f’B()‘)) = Z <gab1/>bz/ (4)

[{g,b,) [>T

ou M = Card{v, [{f,b,)| > T} et ou opérateur St est dé-
fini & I’équation (1). L’image fys s’obtient par l’algorithme
rapide de transformée inverse en bandelettes. Cette algo-
rithme opere de fagon similaire a la transformée directe,
en calculant une transformée de Alpert directionnelle in-
verse suivie d’une transformée en ondelettes orthogonale
inverse.

Algorithme de recherche de meilleure base. L’intro-
duction de ce seuil T peut paraitre artificielle mais elle est
nécessaire pour obtenir un algorithme de meilleure base.
Le probleme sous contrainte de la recherche de la meilleure
approximation avec M termes se transforme en effet par la
formulation Lagrangienne en un probléme non contraint
de minimisation de

LOf,T.BWN) = If = ful* + T°M (5)

ou fa est défini dans une base B(\) par I’équation (4).
L’algorithme de recherche de meilleure base permet d’op-
timiser le Lagrangien £ sur I’ensemble des bases B(\) pour
A € A. Pour un seuil 7" fixé et une image f, cet algorithme
fournit la géométrie

A* = argmin L(f, T, B()\)).
AEA
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L’approximation fp; correspondante dans la base B(A*)
est optimale pour le probleme sous contrainte pour le
nombre M de coefficients obtenus. Si f est une image géo-
métriquement réguliere C* — C*, Peyré et Mallat [MPO6]
démontrent que

1f = full® = O(M™2). (6)

Ce résultat est adaptatif puisqu’il ne nécessite pas la connais-
sance du parametre de régularité o pour obtenir la vitesse
optimale.

La minimisation du Lagrangien de I’équation (5) s’ef-
fectue par un algorithme rapide qui ne nécessite pas 'ex-
ploration exhaustive de toutes les bases [MP06]. Il utilise
la structure hiérarchique de la partition dyadique des co-
efficients de bandelettes et une discrétisation adaptée des
géométries dans les carrés, Cet algorithme opére sur une
image discrétisée de N pixels en un temps linéaire en fonc-
tion de N et polynomial en fonction de 77 1.

3 Estimation géométrique en ban-
delettes

Pour I'estimation d’une fonction f & partir d’observa-
tion Y = f+eW, ’équation (2) montre que la performance
d’un estimateur par seuillage est liée aux propriétés d’ap-
proximation dans la base choisie. Un seuillage de Y dans
la meilleure base de bandelettes associée a la fonction f et
au seuil T = 4 /logy (N )e devrait donc fournir une estima-
tion optimale pour les fonctions C* — C¢. Cette meilleure
base dépend de f et est donc inaccessible. En revanche, la
recherche de la meilleure base pour I'observation Y permet
d’obtenir un estimateur quasi optimal.

Estimateur en bandelettes. L’estimateur en bande-
lettes F' est défini en deux temps. On cherche d’abord
la meilleure base B(\*) associé & Y et T,

B(X\*) = argmin L(f, T, B(})),
B(N)

ou le Lagrangien est introduit & 1’équation (5). L’estima-
teur est défini comme

F=Sr(Y,B(\")) avec T =~v+/logs(N)e (7)

ou <y est une constante suffisamment grande, et 'opérateur
de seuillage est défini & I’équation (1). Le calcul de B(\*)
s’effectue a l’aide de I'algorithme rapide de recherche de
meilleure base comme expliqué a la section 2. La décompo-
sition de Y dans B(\*) et la reconstruction apres seuillage
exploitent également les algorithmes rapides.

Sélection de modeles et bandelettes. Pour démontrer
les propriétés statistiques de cet estimateur, on ne peut
pas utiliser la théorie classique du seuillage dans une base
orthonormée. Celui-ci s’integre cependant dans le cadre de
la sélection de modeles [BBM99).

Cette théorie décrit un estimateur statistique non-liné-
aire comme une projection des observations Y sur un sous
espace vectoriel m*, solution d’un probleme de minimisa-
tion pénalisée

m* = argmin ||Y — P,,Y||*> + T? dim(m).
meM

971

Lorsque l'ensemble M des sous-espaces possibles m est
I’ensemble des sous-espaces engendrés par les vecteurs d’'une
base B = {b,}, le meilleur modele se détermine facile-
ment :

m* = vect{b, ; |(Y,b,)| > T}.
Dans le cas général, cette détermination peut étre plus
complexe. La théorie de la sélection de modeles permet
de controéler le risque quadratique des que le nombre de
vecteurs utilisés pour engendrer M est polynomial en la
dimension M. On obtient dans ce cas [BBM99]

B(If = FIP) < C( min If — Puf?

+ 12 log, (N)e2 dim(m) + N*1>

Dans le cas des bandelettes, on choisit pour I’ensemble
M comme 'union des sous-espaces engendrés par les vec-
teurs des différentes bases de bandelettes B(\). On trouve
alors que

P, Y = Sp(Y,B(\*)) = F.
Le nombre des bandelettes qui engendrent M est polyno-
mial en fonction du nombre N de pixels de 'image. On
peut ainsi appliquer le résultat (8), qui se formule en uti-
lisant le Lagrangien défini en (5)

E(|f - FII?) < C(ggr)w(m loga(N)e, B) + N1,

Théoréme d’estimation en bandelettes. En combi-
nant cette derniére équation au résultat (6) d’approxima-
tion dans une base adaptée de bandelettes pour les fonc-
tions C* — C%, on déduit le théoreme de quasi optimalité
de lestimateur en bandelettes [DPMOG].

Théoréme 1 Pour toute fonction f géométriquement ré-
guliere C* — C®, il existe une constante C, telle que pour
tout niveau de bruit € l’estimateur F' en bandelettes satis-
fait

B(|lf - FP?) < € (logo(N)et + N71).

L’estimateur exploite ’adaptivité des bandelettes puisqu’il
ne nécessite pas la connaissance du parametre de régula-
rité a. Ce résultat peut étre amélioré pour 2 grand de-
vant N~1 en remplagant le terme log,(N) par un terme
en log,(e).

L’incorporation d’a priori géométrique dans ’estimation
semble nécessaire pour obtenir des résultats d’optimalité
pour ces fonctions géométriquement régulieres. L utilisa-
tion de base ne l'est pas. L’estimateur non adaptatif pro-
posé par Korostelev et Tsybakov est par exemple basé sur
une méthode de détection des contours et de noyaux adap-
tés aux voisinages de ceux-ci. Elle permet cependant une
analyse fine des propriétés de I'estimateur et de souligner
le lien profond entre 1’estimation et 'approximation dans
ce cadre. Elle fournit de plus un cadre pratique qui évite
le difficile probleme de la détection de contours.

4 Résultats numériques

La figure 4 quantifie les résultats de débruitage a ’aide
du PSNR, défini par

PSNR(f, g) = —201logo([I.f — gll2/ll flloc),
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Image originale Ondelettes (36.03dB)

Image bruitée (22.06dB)

Image bruitée (22.06dB)

F1G. 3 — Comparaison visuelle des trois estimateurs.

Image originale

pour ¢ =Y (PSNR bruité) et ¢ = F (PSNR débruité).
Les débruitages ont été effectués pour trois estimateurs :

— ondelettes invariantes par translation,

— BLS-GSM [PSWS03], qui utilise un modele statis-
tique avancé pour les coefficients d’ondelettes,

— Testimateur en bandlettes, qui est appliqué 4 fois sur
des versions translatées de 'image pour palier au man-
que d’invariance par translation.

Pour une image géométrique (figure 4, droite), lestima-
teur en bandelettes surpasse les autres estimateurs. Les
résultats théoriques de ce papier ne donnent a priori au-
cune indications sur les performances de ’algorithme pour
des images naturelles qui ne sont pas dans la classe des
fonctions étudiées. Pour une image complexe, la figure 4,
gauche, montre que 'estimateur en bandelettes est au ni-
veau de I’état de I’art. La figure 3 montre une comparaison
visuelle entre les différents estimateurs. La reconstruction
en bandelettes respecte mieux les contours et les textures
directionnelles, mais est moins efficace pour les textures
complexes et les parties homogenes, ou une modélisation
statistique [PSWS03] s’avere plus performante.

Ondelettes ~ =====--- BLS-GSM =ommeos Bandelettes

P

R
R
a2 39

PSNR (débruité)

37,

. .
e e
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26 28 18 20

18 20 26 28

22 24 22 24
PSNR (bruité) PSNR (bruité)

Fi1G. 4 — Comparaison des trois méthodes pour divers ni-
veaux de bruits.

BLS-GSM (29.41dB)

Bandelettes (38.27dB)

Bandelettes (29.32dB)
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