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Résumé – Cet article propose une nouvelle méthode de démélange aveugle d’images hyperspectrales pour estimer conjointement les spectres
des composants purs de l’image et leurs proportions respectives au sein de chaque pixel. Cet algorithme totalement bayésien repose sur le choix
judicieux de lois a priori permettant de respecter les contraintes inhérentes au modèle d’observation, et sur l’estimation des signatures spectrales
dans un sous-espace approprié. Cette estimation conjointe permet de pallier les inconvénients des méthodes de démélange spectral basées sur
deux étapes successives. Elle fournit également des estimations des paramètres d’intérêt qui respectent toutes les contraintes de positivité et
d’additivité caractéristiques du modèle. Des simulations conduites sur des images synthétiques et réelles permettent d’illustrer les performances
de la méthode proposée.

Abstract – This paper introduces a new blind hyperspectral unmixing method to estimate the endmember spectra and their respective abundance
for each image pixel jointly. This fully Bayesian algorithm relies on an appropriate choice of the priors that allows one to ensure the constraints
inherent the hyperspectral imagery, and on the estimation of the endmember spectra in a lower-dimensional space. This joint estimation over-
comes the main disadvantages of the unmixing methods based on two successive and distinct steps. It also provides parameter estimates that
ensure the positivity and additivity constraints. Simulations conducted on synthetic and real images illustrate the performance of the proposed
method.

1 Introduction
Ces dernières années1, le problème de démélange spectral

a fait l’objet d’un nombre considérable de travaux. Il consiste
à décomposer le spectre d’un pixel observé en un ensemble de
composants purs (ou signatures spectrales) et à estimer les pro-
portions (ou abondances) respectives de chacun de ces com-
posants au sein du pixel [1]. Le modèle de mélange linéaire
considéré dans cet article est le modèle le plus fréquemment
rencontré dans la littérature et constitue une bonne approxi-
mation dans le domaine spectral allant de 0.4µm à2.5µm. Il
suppose que le spectre du pixel observé est une combinaison
linéaire des spectres des composants purs à estimer.

Comme expliqué dans [1], le démélange spectral, ou ana-
lyse de mélange spectral linéaire (AMSL), a très souvent été
effectué en deux étapes distinctes : l’identification des signa-
tures spectrales puis l’estimation des abondances. Au cours de
la première étape de ce processus de résolution, les compo-
sants macroscopiques sont identifiés par un algorithme d’ex-
traction de pôles de mélange, comme les algorithmes VCA
[2] ou N-FINDR [3]. La deuxième étape dans l’AMSL, ap-

1Ce travail a été financé par le GdR-ISIS et une bourse AFOSR FA9550-
06-1-0324.

pelée étape d’inversion, consiste à estimer les proportions des
matériaux précédemment identifiés. De nombreux algorithmes
d’inversion ont été proposés dans la littérature, basés sur des
approches d’estimation de maximum de vraisemblance [4] ou
d’estimation bayésienne [5].

Cependant, il apparaît clairement que résoudre l’AMSL en
deux étapes distinctes et successives pose parfois quelques pro-
blèmes. La contribution majeure de ce papier est de proposer
un modèle et un algorithme qui permettent d’estimer conjoin-
tement les signatures spectrales et les abondances qui leur sont
associées. Cette approche conjointe fait du problème considéré
un problème de séparation aveugle de sources pour lequel un
grand nombre de solutions ont été apportées dans la littéra-
ture. Pourtant, comme relevé dans [6], les algorithmes basés
sur l’analyse en composantes indépendantes se sont montrés
inefficaces en imagerie hyperspectrale, dû notamment à la trop
grande dépendance entre les signaux sources. D’autres stra-
tégies exploitant des techniques de factorisation de matrices
non-négatives [7] ont été proposées. Cependant, celles-ci ne
permettent pas de prendre en compte explicitement toutes les
contraintes physiques liées au problème de démélange linéaire
rencontrées en imagerie hyperspectrale : positivité des signa-
tures spectrales et des abondances, ainsi qu’additivité des abon-



dances. La modélisation bayésienne proposée dans cet article
est un moyen efficace de prendre en compte toutes ces contraintes,
notamment en choisissant des lois a priori adéquates pour les
paramètres inconnus. Par ailleurs, une analyse fine de la géo-
métrie du problème nous a permis de montrer qu’il suffit d’es-
timer les signatures spectrales dans un sous-espace approprié,
de dimension bien inférieure à celle de l’espace d’observation.
Cette estimation dans un sous-espace permet de réduire consi-
dérablement les degrés de liberté des paramètres inconnus, et
ainsi de s’affranchir du problème d’identifiabilité tout en res-
pectant les contraintes physiques sus-citées. Afin de déterminer
des estimateurs des paramètres inconnus du modèlé Bayésien
proposé dans cet article, nous étudions un algorithme de Gibbs
qui génére des données distribués asymptotiquement suivant
la loi a posteriori des paramètres inconnus. Des résultats de
simulations conduites sur des images synthétiques permettent
d’illustrer l’intérêt de la méthode.

2 Modèle de mélange linéaire et posi-
tion du problème

Considérons P pixels d’une image hyperspectrale acquise
dans L bandes spectrales. Selon le modèle de mélange linéaire,
décrit par exemple dans [1], le spectre yp = [yp,1, . . . , yp,L]T

du pème pixel (p = 1, . . . , P ) s’exprime comme la combinai-
son linéaire de R signatures spectrales mr entachée d’un bruit
additif Gaussien

yp =
R∑
r=1

mrap,r + np, (1)

où mr = [mr,1, . . . ,mr,L]T est le spectre du rème matériau,
ap,r est la proportion du rème matériau dans le pème pixel, R est
le nombre de composants, L est le nombre de bandes spectra-
les et P est le nombre de pixels observés. De plus, dans (1),
np = [np,1, . . . , np,L]T est une séquence de bruit additif que
l’on supposera indépendante et identiquement distribuée (i.i.d.)
suivant une loi normale centrée et de matrice de covariance
Σn = σ2IL, où IL est la matrice identité de taille L× L.

En raison de considérations physiques décrites dans [1], les
vecteurs d’abondances ap = [ap,1, . . . , ap,R]T dans (1) véri-
fient les contraintes de positivité et d’additivité suivantes{

ap,r ≥ 0, ∀r = 1, . . . , R,∑R
r=1 ap,r = 1.

(2)

En d’autres termes, les p vecteurs d’abondances appartiennent
à l’espace A = {a : ‖a‖1 = 1 et a � 0} où ‖·‖1 est la norme
`1 ‖x‖1 =

∑
i |xi|, et a � 0 représentent l’ensemble des

inégalités {ar ≥ 0}r=1,...,R. De plus, les signatures spectrales
mr,l doivent satisfaire les contraintes de positivité

mr,l ≥ 0, ∀r = 1, . . . , R, ∀l = 1, . . . , L. (3)

Si l’on considère tous les pixels de l’image hyperspectrale, le
système d’équations (1) s’écrit sous forme matricielle Y =
MA + N où Y est une matrice de taille L × P contenant

toutes les observations associées aux pixels de l’image, M est
une matrice de taille L×R contenant les signatures spectrales,
A est une matrice de taille R × P contenant les abondances
et N est une matrice de taille L × P contenant les bruits as-
sociés aux observations. Nous proposons dans ce travail d’es-
timer conjointement A et M à partir des observations bruitées
Y sous les contraintes (2) et (3).

3 Modèle bayésien
La contribution majeure de ce papier réside dans le choix

judicieux de lois a priori pour les signatures spectrales. Nous
nous limiterons donc dans ce résumé à la description de ces
lois. La fonction de vraisemblance associée aux données, ainsi
que la modélisation a priori hiérarchique des vecteurs d’abon-
dances et de la variance du bruit peuvent être trouvées dans [4].

3.1 Modèle a priori des signatures spectrales
3.1.1 Réduction de dimensionalité

Remarquons tout d’abord que l’ensemble

SM =

{
x ∈ RL; x =

R∑
r=1

λrmr,

R∑
r=1

λr = 1, λr ≥ 0

}
est un polytope convexe de RL dont les sommets sont les R
signatures à estimer (r = 1, . . . , R). Par conséquent, les don-
nées cachées X = MA = Y −N peuvent être représentées
dans un sous-espace VK de dimension adéquate de RK sans
perte d’information2. Comme énoncé dans [1], cette réduction
de dimensionalité est une étape classique dans l’AMSL, re-
quise par de nombreux algorithmes d’extraction de pôles de
mélange, comme N-FINDR [3] ou PPI [8]. Dans ce papier,
nous proposons d’estimer dans un cadre bayésien les projec-
tions tr (r = 1, . . . , R) des signatures spectrales mr sur le
sous-espace VK . Cette approche permet de réduire considéra-
blement les degrés de liberté des paramètres à estimer. Nous
supposerons que ce sous-espace a préalablement été estimé par
l’une des nombreuses techniques de réduction de dimensio-
nalité (analyse en composantes principales...). La projection
tr ∈ RK et la signature spectrale mr ∈ RL sont liées par
les relations tr = P (mr − ȳ) et mr = Utr + ȳ, où P
est la matrice de projection, U est la pseudo-inverse de P et ȳ
est la moyenne empirique des observations.

3.1.2 Lois a priori des spectres projetés

Les lois a priori choisies pour les spectres projetés doivent
permettre de respecter les contraintes de positivité introduites
dans (3). De simples calculs permettent d’identifier l’ensemble
Tr ⊂ VK tel que

{ml,r ≥ 0, ∀l = 1, . . . , L} ⇔ {tr ∈ Tr} .
2Dans ce sous-espace, les données non bruitées X forment un (R − 1)-

simplexe dont les sommets sont les projections des signatures spectrales à es-
timer.



Nous choisissons une loi normale multivariée NTr

(
er, s2rIK

)
tronquée à l’ensemble Tr comme loi a priori de tr. Les vec-
teurs moyennes er (r = 1, . . . , R) de ces lois a priori sont
fixés comme les solutions fournies par un algorithme rapide
d’extraction de pôles de mélange comme N-FINDR ou VCA.
En absence d’informations a priori supplémentaires, les va-
riances s2r (r = 1, . . . , R) sont fixées à de grandes valeurs
s21 = . . . = s2R = 50.

3.2 Loi a posteriori
Les lois a priori définies précédemment permet d’obtenir la

loi a posteriori jointe suivante

f
(
C,T, σ2

∣∣Y) ∝ R∏
r=1

exp

[
−‖tr − er‖2

2s2r

]
1Tr

(tr)

×
P∏
p=1

[(
1
σ2

)L
2 +1

exp

(
−‖yp − (UT + ȳ) ap‖2

2σ2

)]

×
P∏
p=1

1S (cp) ,

où C = [c1, . . . , cP ]T est une matrice issue d’une reparamé-
trisation adéquate des vecteurs d’abondances et 1· (·) désigne
la fonction indicatrice. Cette loi a posteriori est trop complexe
pour pouvoir calculer aisément les estimateurs bayésiens clas-
siques (MMSE ou MAP). Un algorithme de Gibbs, détaillé
dans la section suivante, est proposé pour générer des échan-
tillons

{
C(t),T(t),σ2(t)

}
distribués suivant cette loi. Ces échan-

tillons sont ensuite utilisés pour approcher les estimateurs des
paramètres d’intérêt.

4 Echantillonneur de Gibbs
Des échantillons (notés ·(t) où t est l’indice de l’itération)

peuvent être générés suivant f
(
C,T, σ2 | Y

)
à l’aide d’un

échantillonneur de Gibbs décrit ci-dessous [9].

4.1 Echantillonnage suivant f (C|T, σ2,Y)

Pour chaque pixel p, on a

f
(
cp
∣∣T, σ2,yp

)
∝ exp

[
−

(cp − υp)
T Σ−1

p (cp − υp)
2

]
1S (cp) , (4)

où
Σp =

[(
M-R −mR1TR−1

)T
Σ−1

n

(
M-R −mR1TR−1

)]−1

,

υp = Σp

[(
M-R −mR1TR−1

)T
Σ−1

n (yp −mR)
]
,

(5)
avec Σ−1

n = 1
σ2 IL, 1R−1 = [1, . . . , 1]T ∈ RR−1 et où M-R

est la matrice M dont la Rième colonne a été supprimée. Par

conséquent, cp
∣∣T, σ2,yp est distribué suivant une loi normale

multivariée tronquée au S défini par (7)

cp
∣∣T, σ2,yp ∼ NS (υp,Σp) . (6)

avec
S =

{
cp; ‖cp‖1 ≤ 1 and cp � 0

}
. (7)

Générer des échantillons distribués suivant cette loi tronquée
peut être effectuer efficacement en suivant la stratégie décrite
dans [10].

4.2 Echantillonnage suivant f (T|C, σ2,Y)

Si T-r est la matrice T dont la rième colonne a été supprimée,
alors la loi conditionnelle a posteriori de tr (r = 1, . . . , R) est

f
(
tr|T-r, cr, σ2,Y

)
∝

exp
[
−1

2
(tr − τ r)

T Λ−1
r (tr − τ r)

]
1Tr

(tr) , (8)

avec 
Λr =

[
P∑
p=1

a2
p,rU

TΣ−1
n U +

1
s2r

IK

]−1

,

τ r = Λr

[
P∑
p=1

a2
p,rU

TΣ−1
n εp,r +

1
s2r

er

]
,

(9)

et
εp,r = yp − ap,rȳ −

∑
j 6=r

ap,jmj . (10)

Générer des vecteurs distribués suivant cette loi est délicat,
principalement à cause la troncature à l’espace Tr. Une alter-
native consiste à générer chaque composante tk,r de tr condi-
tionnellement aux autres t-k,r = {tj,r}j 6=k. En notant U+

k =
{l;ul,k > 0}, U−k = {l;ul,k < 0} et εl,k,r = ȳl+

∑
j 6=k ul,jtj,r,

il vient

tk,r|t-k,r,T-r, cr, σ2,Y ∼ N[t−k,r,t
+
k,r]
(
wk,r, z

2
k,r

)
, (11)

avec 
t−k,r = max

l∈U+
k

−εl,k,r
ul,k

,

t+k,r = min
l∈U−k

−εl,k,r
ul,k

,
(12)

et où wk,r et z2
k,r sont les moyenne et variance conditionnelles

calculées suivant [11, p. 324] (voir [10] pour des calculs simi-
laires). Générer des échantillons distribués suivant la loi nor-
male tronquée à droite et à gauche (11) peut se faire en utilisant
la méthode décrite dans [12].

4.3 Echantillonnage suivant f (σ2|C,T,Y)

La loi conditionnelle a posteriori de σ2|C,T,Y est la loi
inverse-Gamma suivante

σ2|C,T,Y ∼ IG

(
PL

2
,

1
2

P∑
p=1

‖yp −Map‖2
)
. (13)



5 Résultats de simulations
Pour illustrer l’intérêt de la méthode proposée, l’algorithme

a été appliqué sur une image synthétique de 100 × 100 pixels,
dans lesquels apparaissent trois signatures spectrales représen-
tatives d’un environnement semi-urbain : béton de construc-
tion, herbe verte et brique rouge. Ces signatures, issus de la
bibliothèque spectrale fournie avec le logiciel ENVI, sont me-
surées dans L = 413 bandes spectrales et représentées sur la
Fig. 1 (haut, noir). Ces composants macroscopiques sont mé-
langés au sein des pixels de l’image dans des proportions aléa-
toires avec un bruit i.i.d. correspondant à un niveau de bruit
SNR = 15dB. Les résultats d’estimation des signatures spec-
trales obtenus par notre algorithme, représentées sur la Fig.
1 (haut, rouge) ont été comparés à ceux fournis par les algo-
rithmes VCA et N-FINDR (voir Tableau 5, haut). Les résultats
concernant l’estimation des 104 vecteurs d’abondances (voir
Fig. 1, bas), rapportés dans le Tableau 5 (bas) illustrent égale-
ment la précision de la méthode proposée.

FIG. 1 – Haut : spectres réels (noir), estimés par N-FINDR
(bleu), estimés par VCA (vert) et estimés par l’approche pro-
posée (rouge). Milieu et bas : cartes d’abondance réelles et es-
timées.

6 Conclusion
Cet article décrit un modèle Bayésien et un algorithme MCMC

pour le démélange non-supervisé d’images hyperspectrales, c’est
à dire l’estimation conjointe des pôles de mélange et de leurs
proportions respectives dans chaque pixel. L’efficacité de la
méthode proposée réside en partie sur l’estimation des projec-

Modèle bayésien VCA N-FINDR
Matériau #1 0.10 1.29 0.54
Matériau #2 2.68 15.59 5.19
Matériau #3 0.16 4.35 0.57

Modèle bayésien VCA N-FINDR
Matériau #1 25.68 57.43 30.66
Matériau #2 29.97 74.48 46.45
Matériau #3 3.19 83.02 11.22

TAB. 1 – Comparaison de performances d’estimation entre les
algorithmes VCA, N-FINDR et l’approche proposée : erreurs
quadratiques moyennes entre les R = 3 spectres estimés et les
spectres réels (haut), erreurs quadratiques moyennes globales
entre les vecteurs d’abondances estimés (bas).

tions des spectres purs dans un sous-espace approprié. Dans ce
sous-espace, des lois a priori ont été choisies pour les projec-
tions qui permettent d’assurer la positivité des spectres purs.
Des résultats de simulations conduites sur des données synthé-
tiques ont permis d’illustrer les performances de l’algorithme
proposé.
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