Estimation de ruptures multiples dans les processus FARIMA
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Résumé — Cet article étudie 1’estimation des instants de ruptures dans des processus FARIMA modélisant le trafic sur les réseaux de com-
munication. Une procédure d’estimation de ruptures combinant 1’estimateur temps-échelle du parametre de longue dépendance, 1’estimation du
maximum de vraisemblance des parametres ARMA et un critere de moindres carrés pénalisés est proposée. La résolution s’effectue par pro-
grammation dynamique. Les performances sont analysées de maniére théorique, sur données réelles et simulées et confirment les propriétés de

convergence et de robustesse de la méthode.

Abstract — This paper studies the estimation of abrupt change locations in FARIMA processes. Such processes allow to model the trafic
in communication networks. The proposed strategy combines a time-scale estimation of the long range dependance parameter, the maximum
likelihood estimation of the ARMA parameters and a penalized least square criterion. The resolution is performed through dynamic programming.
The performance is theoretically studied. Experiments on synthetic and real data attest the convergence and the robustness of the method.

1 Introduction

1.1 Contexte

Les processus a longue dépendance (LRD pour long range
dependence) ont fait I’objet de nombreuses études pendant les
cinquante dernieres années [1], [2]. En particulier, le trafic de
données sur les réseaux ethernet et internet peut &tre décrit
par des grandeurs variées dont certaines s’averent &tre LRD
ou asymptotiquement auto-similaires au second ordre [3], [4]
[5], [6]. Cet article s’intéresse a 1’estimation des instants de
variation brusque du trafic qui permet en particulier de régu-
ler les techniques de contrdle et d’allocation de ressources [4].
La détection de changements peut étre effectuée a partir de
I’estimateur du parametre de Hurst décrivant le degré de LRD
dans les données [7]. Abry et Veitch ont développé un esti-
mateur basé sur les ondelettes qui est asymptotiquement sans
biais, convergent, gaussien et de variance quasi-minimale [8].
D’autre part, la détection de changements dans le spectre d’un
processus paramétrique constant par morceaux, éventuellement
FARIMA, a été étudié dans [9]. Toutefois, 1’estimateur pro-
posé, basé sur la pseudo-vraisemblance de Whittle, est tres coll-
teux d’un point de vue calculatoire [1], et est donc difficilement
applicable aux signaux de grande taille de type éthernet ou in-
ternet. Nous proposons une procédure d’estimation de ruptures
combinant I’estimateur temps-échelle du parametre de longue
dépendance, I’estimation du maximum de vraisemblance des
parametres ARMA et un critere de moindres carrés pénalisé,
la résolution s’effectuant par programmation dynamique. Une
version étendue de cet article a été publiée dans [10].

1.2 Modele de signal

Notons 7 (k) 1a fonction d”autocorrélation d’un processus sta-

tionnaire tel que r(k) e i ck™” ol c est une constante
positive. Si 0 < B < 1 (resp. § > 1), le processus est a
longue (respectivement courte) dépendance. H = 1 — (3/2
est le parametre de Hurst [1]. Nous considérons dans la suite
des processus FARIMA (fractional auto-regressive integrated
moving average) qui se sont avérés appropriés pour des don-
nées telles que le trafic vidéo a débit variable [11]. Soit y(n)
un processus FARIMA (p, d, ¢) de paramétre LRD d (d est re-
1ié au parametre de Hurst par d = H — 1/2.) et de parametres
ARMA a = [a(0),...,a(p)]T et b = [b(0),...,b(q)]T avec
a(0) = b(0) = 1, a(p) # 0, et b(q) # 0. Le processus AR
est supposé causal et stable c’est-a-dire toutes les racines de
P o2 ta;(k) sont a I'intérieur du cercle unité. Le processus
FARIMA y(n) vérifie I’équation [1] (la notation H (z~1)y(n)
signifie >~ = h(k)y(n — k)) :
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et £(n) est une séquence gaussienne indépendante et identi-
quement distribuée de moyenne et de variance finie ; ['(.) est la

fonction Gamma standard. Le processus présente de la LRD si
0<d<1/2(1]



2 Méthode proposée

LaLRD affecte seulement les corrélations a long terme. Nous
ne chercherons donc pas a atteindre une résolution arbitraire-
ment fine pour la segmentation. Les changements seront détec-
tés a NN, échantillons pres. Considérons la décomposition de
I’ensemble {n = 1, ..., N} en K segments élémentaires

T £ {kNy+1+v/2,....(k+1)Ns — v/2}

de N; — v échantillons (i.e. N = K x (N + v)), o v garan-
tit un intervalle de garde entre deux segments consécutifs afin
d’assurer I’indépendance des estimations calculées sur chacun
d’eux. On note M le nombre de changements. La méthode
consiste tout d’abord a estimer les parametres FARIMA sur
chacun des K segments élémentaires, conduisant aux vecteurs

~ ~ T
estimés 0, = (dk,ﬁg,b{) pourk=1,... K.

Soit @ — [51525 k] la matrice des vecteurs estimés. La
deuxieme €tape consiste a détecter des changements de ces pa-
rametres estimés c’est-a-dire sur chaque ligne de © par mini-
misation d’un critere de moindres carrés. Une rupture détectée
ala I°™¢ colonne de © suppose qu’une rupture s’est produite
durant le segment Z; dans le processus observé y(n). Le choix
du nombre d’échantillons Ny des segments résulte d’un com-
promis entre la résolution souhaitée et la précision de 1’estima-
tion des parametres FARIMA.

2.1 Estimation des parametres FARIMA sur les
segments élémentaires

Un algorithme en trois étapes est appliqué a chaque segment
Ik- .
1. L’estimée du parametre LRD, c?k., est calculée via la pro-
cédure d’ Abry-Veitch [8] ;

2. — Sidy > 0,le processus (y(n)), ez, estconsidéré comme
LRD. Il est alors filtré par le filtre FARIMA (0, —dy, 0)
afin de supprimer le caractere LRD. Si I’estimée (fk
est suffisamment précise, le signal résultant Z;(n) est
proche d’un processus ARMA.

- Si c/i\k < 0, le processus (y(n))nezk est SRD. Donc, le
filtrage précédent ne doit pas étre effectué car il peut
conduire a de la LRD : dans ce cas zi(n) = y(n),
n € Ij.

3. Les paramétres ARMA sont estimés a partir de Z (n), en

utilisant le maximum de vraisemblance [12].

2.2

Le probleme revient ensuite a estimer des ruptures dans un
signal multi-dimensionnel (6)r=1,.. k. Le vecteur des esti-

Estimation des instants de ruptures

~

~ ~ T
mées des instants de rupture 1 £ (ll, .. ~alﬂ—1) dans le

signal <0k)
_ k=1,...,K
de moindres carrés pénalisé ou non selon que le nombre de

est obtenu par minimisation d’un critere

ruptures est inconnu ou non. Dans les deux cas, I’optimisation
du critere utilise un algorithme de programmation dynamique
fournissant la solution exacte avec un gain de temps considé-
rable par rapport a une recherche exhaustive [13].

3 Etude des performances

3.1 Analyse théorique

L’analyse des propriétés statistiques de I’estimateur des ins-
tants de rupture s’appuie sur une étude préalable des estima-
teurs des parametres FARIMA. 11 a été montré dans [10] que
I’erreur d’estimation, calculée sur chaque segment Zj, est asymp-
totiquement (c’est-a-dire lorsque le nombre Ny d’échantillons
par segment tend vers 1’infini) centrée, indépendante, gaussienne,
de matrice de covariance constante par morceaux. Ces proprié-
tés permettent ensuite, en s’appuyant sur les travaux présentés
dans [14] et [15], d’étudier la convergence des estimations des
instants de rupture. La notion de convergence pour I’estimateur
d’instants qui prennent des valeurs entieres est définie comme
suit. Considérons que la longueur des signaux y;(n) croit li-
nérairement avec N. On conserve le méme nombre d’échan-
tillons par segment Zj, et donc le nombre K de ces segments
T, croit également linéairement avec NV, puisque N ~ K Nj.
On aainsi l; — [;_y = O(K), ot [; est la valeur réelle du i°™
instant de rupture. 1l existe alors (11, ...,757)" € [0,1] tel
que limg o l;/K = 7;, Vi € {1,...,M}. La convergence
de l? signifie que [14]

lim [;/K =7
Kgnoo/ Ti

Cette convergence a alors été montrée dans [10], lorsque le
nombre de ruptures est connu ou inconnu.

3.2 Données synthétiques

Nous avons effectué un certain nombre de simulations des-
tinées a illustrer I’étude théorique précédente. Considérons un
signal synthétique y(n) obtenu par concaténation de six FA-
RIMA (M = 6)d’ordre ARMA p = letq = 2.Les (y;(n)),_,
sont normalisés de maniére a avoir méme moyenne et méme
variance. Ainsi, la détection de ruptures ne pourrait pas étre
effectuée par un simple détecteur énergétique. Les séquences
d’entrée &;(n) des processus FARIMA y;(n) sont gaussiennes.
Le nombre d’échantillons est fixé 3 N = 215 = 32768, et la
taille d’un segment élémentaire est Ny = 1024. On compte
donc K = 32 segments élémentaires 7. Les instants de rup-
ture sont ¢t = [6450;12721; 17145; 24932; 28432]. La figure 1
présente la position de la rupture et la moyenne des estimées
sur 200 itérations, avec My = 6 pour différents termes de
pénalisation ~. Dans le cas v = 0, le nombre de ruptures dé-
tectées est égal & M .. De plus, les estimées sont relative-
ment précises compte tenu du fait que Ny = 1024. En effet,
soit I’algorithme trouve la position qui est la plus proche de la
véritable position, soit il hésite entre deux positions situées de
part et d’autre. Les performances sont tout a fait satisfaisantes
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F1G. 1 — Positions de ruptures réelles (tirets) et estimées (traits
pleins) obtenues sur 200 simulations.
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F1G. 2 — Positions de ruptures réelles (tirets) et estimées (traits
pleins) obtenues sur 200 simulations, avec des entrées expo-
nentielles.

puisque on ne dispose que de 32 échantillons du vecteur (ék)
etil y a 5 ruptures a estimer, et donc seulement 6 échantillons
de (Hk) en moyenne par segment. Pour un terme de pé na-

lisation croissant (v = 0.8, 1, 1.5, respectivement), toujours
avec M .x = 6, le nombre de ruptures détectées diminue. Ces
estimations ont été obtenues avec un nombre maximum de rup-
tures égal au nombre effectif de ruptures. D’autres simulations
ont montré qu’il n’y a pas d’inconvénient, excepté du point de
vue de la complexité calculatoire, & surestimer M pax. La fi-
gure 2 donne les estimations de ruptures obtenues lorsque le
processus d’entrée n’est plus gaussien, mais exponentiel. On
peut constater que les résultats sont trés similaires au cas gaus-
sien. Ainsi, bien que 1’analyse théorique de 1’estimateur ne soit
a priori valable que pour des entrées gaussiennes, cette figure
montre une certaine robustesse de 1’algorithme vis-a-vis de la
loi du processus d’entrée. D’autre part, 1’algorithme d’estima-
tion proposé ainsi que les simulations précédentes supposent
connus les ordres ARMA p et q. Cette hypothese n’est pas tou-
jours réaliste. Le comportement de I’algorithme a également
été étudié lorsque les ordres des modeles sont inconnus, comme
illustré sur la figure 3. Pour des ordres du modele ARMA arbi-
trairement fixés a des valeurs non toutes nulles, I’estimation est
presque équivalente au cas ou les ordres sont connus. Toutefois,
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FIG. 3 — Estimation des ruptures avec des ordres variables (a) :
ordres réels - (b) : (p;q) = (2;2) - (©) (p;q) = (3;1) (d)
(p;q) = (0;0).

lorsque p = g = 0, i.e. lorsque la partie ARMA n’est pas prise
en compte, les performances chutent de maniére conséquente.
En effet, I’estimation de d est moins précise que celle des pa-
rametres ARMA. L’estimation des parametres ARMA est donc
essentielle pour la segmentation. La segmentation peut donc
étre réalisée méme lorsque les ordres du modele ARMA sont
inconnus. Notons toutefois que 1’analyse théorique des perfor-
mances n’est plus valable dans ce cas.

3.3 Données réelles

L’algorithme d’estimation de ruptures a été testé sur des si-
gnaux réels. Nous avons analysé les traces de trafic ethernet
d’aolt 1989 des laboratoires Bellcore. Ces données contiennent
des milliers d’ observations qui représentent, pour chacune d’elles,
le nombre d’octets envoyés sur une liaison éthernet sur une du-
rée de 10 ms. Ces données sont décrites en détails dans [3].
Par contre nous ne disposons pas d’une expertise de ces don-
nées du point de vue de la segmentation. L’ objectif est essen-
tiellement d’étudier le comportement de 1’algorithme en 1’ab-
sence de connaissances a priori sur les parametres et les ordres
des modeles FARIMA. L’ algorithme peut étre utilisé en affec-
tant des ordres ARMA arbitraires non nuls. L’algorithme a été
testé avec différents ordres. La figure 4 montre les estimées
des parametres FARIMA, ainsi que la position des instants de
rupture estimés, pour les 25 couples (p, g) possibles en faisant
varier p et ¢ entre 0 et 4. Dans cette figure, les marques a la
1°™¢ ligne indiquent les positions de ruptures détectées pour
les ordres (p;, g;). Différents couples (p, q) permettent de dé-
tecter les mémes ruptures. Les couples faisant intervenir p = 0
ou ¢ = 0 négligent la partie AR ou la partie MA et laissent
éventuellement passer davantage de ruptures. Les figures 5 et 6
montrent les histogrammes des positions de ruptures estimées
obtenues avec les mémes 25 couples (7, ¢) lorsqu’on prend en
compte ou non I’estimateur du parametre LRD pour la segmen-
tation. Il apparait clairement que considérer ce dernier permet
de concentrer les estimations autour de quatre positions princi-
pales déja identifiées sur la figure 4, alors qu’une segmentation
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FIG. 4 — Ruptures estimées pour 25 couples (p; q).

basée simplement sur la partie ARMA donne des estimations
beaucoup plus éparses.

4 Conclusion

Nous avons étudié 1’estimation de ruptures multiples dans
les parametres d’un processus FARIMA. Une estimation préli-
minaire des parametres FARIMA est obtenue sur des segments
élémentaires. La détection de ruptures se fait ensuite par mini-
misation d’un critere de moindres carrés. Le cas d’'un nombre
connu et celui d’un nombre inconnu de ruptures ont été étudiés.
Dans le cas d’un nombre inconnu de ruptures, un terme de pé-
nalisation dans le critere permet de régler la résolution de la
segmentation. Dans les deux cas, la minimisation du critere se
fait grace a un algorithme de programmation dynamique. Une
analyse statistique de 1’estimateur des instants de rupture per-
met de montrer sa convergence. Les simulations montrent les
bonnes performances de 1’algorithme proposé, ainsi que sa ro-
bustesse a la loi des données et a la méconnaissance des ordres
de la partie ARMA.
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