Inférence statistique sur la fonction de phase des milieux aléatoires
par diffusion multiple des ondes
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Résumé — Nous proposons une technique d’estimation paramétrique pour inférer sur un milieu aléatoire a I’aide du signal de sortie issu de
la propagation d’une onde dans le milieu. Utilisant un modele de processus de Poisson composé pour le signal de sortie, nous proposons un
estimateur non-paramétrique de la fonction de phase du milieu. Les résultats de I’estimateur sont validés sur simulation Monte Carlo et le

domaine de validité du modele est également démontré.

Abstract — We propose a non parametric estimation technique for random media phase function estimation using the output signal collected
after the propagation of a wave in the medium. Using a compound Poisson process model for the output signal, we derive a non-parametric
estimation technique for the medium phase function identification. Results are validated on Monte Carlo simulations and the validity range of

the model is investigated.

1 Introduction

Dans I’étude de la propagation des ondes en milieux aléatoires
(milieux possédant des hétérogénéités réparties aléatoirement),
un probléme important consiste a essayer d’inférer sur le mi-
lieu a I’aide du signal de sortie obtenu apres propagation d’une
onde dans le milieu. Dans un tel milieu, I’onde qui se propage
rencontre des diffuseurs qui affectent sa propagation (déviation
de sa direction). En Physique, la théorie du transfert radiatif [1]
permet de prédire I’intensité en sortie d’un tel milieu aléatoire

constitué de diffuseurs. mais n’autorise pas une résolution simple

probléme inverse, c.a.d 1’estimation des parametres du milieu
a l’aide du signal de sortie. En effet, dans beaucoup de cas
réalistes, la théorie du transfert radiatif nécessite la mise en
ceuvre de solutions numériques lourdes, ce qui ne permet pas
un résultat analytique du probleme inverse.

Nous présentons donc une approche permettant I’estimation
des parametres du milieu. Nous proposons un modele de type
Processus de Poisson Composé (PPC) sur le groupe des rota-
tions dans R3 pour décrire le signal recueilli en sortie d’un mi-
lieu aléatoire. Cette approche permet, grace a une relation di-
recte entre la fonction caractéristique de la distribution en sortie
et celle de la fonction de phase des diffuseurs, d’obtenir un esti-
mateur non-paramétrique pour cette fonction qui caractérise le
milieu aléatoire. Nous présentons donc, apres quelques résultats
d’analyse harmonique sur le groupe des rotations, le modele
PPC pour la diffusion multiple. Aprés une validation du modele

par comparaison avec la solution Monte Carlo du transfert ra-
diatif, nous présentons 1’estimateur de la fonction de phase et
illustrons son comportement sur des signaux issus de simula-
tion numérique de diffusion multiple.

2 Analyse harmonique sur SO(3)

Dans cette section, nous présentons rapidement quelques ré-
sultats d’analyse harmonique non-commutative dans le cas par-
ticulier du groupe de rotation SO(3). Plus de détails peuvent
étre trouvés dans [3, 10].

2.1 Transformée de Fourier sur SO(3)

Nous nous intéressons aux fonctions de L?(SO(3), C). Ces
fonctions sont intégrables au sens de la mesure de Haar de
SO(3). Nous utilisons pour paramétrer SO(3) la convention
XZX pour les angles d’Euler ¢, € [0,27) et § € [0, 7].
Le théoreme de Peter-Weyl [3] permet d’écire une fonction
f(,0,¢0) € L2(SO(3),C) comme :

F.0,0) = Z F" Dy, (0,0,0) (1)

=0 m,n=-1
Les fonctions de base D!, (1, 0, ) prennent la forme :

DL (4,0, 0) = evmten)gl - (cos ) (2)



ot les d',, (cos ) sont les fonctions d-Wigner (ou polynomes
de Jacobi). Les “coefficients de Fourier” F*" sont donnés par :

e — 0, o) DY 0, 0)d 0
F /w /9 / F(,6, )DL (0,6, 0)du(,6,0)  (3)

Les Fy™" peuvent étre également représentés sous forme la
forme de matrices F; de taille (20 + 1) x (20 + 1).

2.2 Variables aléatoires sur SO(3)

Nous considérons les variables aléatoires a valeurs sur SO(3).

On peut les représenter par des matrices aléatoires G de R3*3
qui satisfont : GGT = I et det(G) = 1. Nous nous intéressons
ici aux variables R qui possedent une densité de probabilité
(pdf) p € L?(SO(3),C). 1l est alors possible de développer
cette pdf comme dans (1). La donnée des coefficients de ce

3.1 Processus de Poisson composé sur SO(3)

La direction de propagation de I’onde 1(t) est affectée lors
de la propagation par la rencontre avec un diffuseur dont I’effet
est de dévier aléatoirement p(t). Le temps entre deux diffu-
sions est également aléatoire et suit une loi exponentielle [4].
On peut alors écire (t) dans le milieu aléatoire comme :

N(t)
p(t) = ] rino @

i=1
ou o est la direction de propagation initiale (a I’entrée dans
le milieu), les r; sont des variables aléatoires i.i.d. a valeurs
sur SO(3) et N(t) est un processus de Poisson de parametre
1/7 = ¢/¢, avec T le temps libre moyen, ¢ la célérité des ondes
dans le milieu et ¢ le libre parcours moyen (distance moyenne
entre deux diffusions). On prendra ¢ = 1 pour simplifier les ex-
pressions. L’expression (4) est celle d’un Processus de Poisson
Composé (PPC) sur SO(3) dont on observe I’action sur S2.

développement (de “Fourier”) correspond 2 la fonction caractéristiqians la suite, nous allons nous intéresser au lien entre la pdf

Dans la Section 4, nous utiliserons ces développements pour
proposer une technique d’estimation non-paramétrique pour les
pdf a valeurs sur SO(3).

3 Modéele du signal de diffusion multiple

Nous souhaitons modéliser un processus de diffusion mul-
tiple d’'une onde plane dans un milieu hétérogene aléatoire a
géométrie de type “tranche”, illustrée sur la Figure 1. Nous uti-
lisons ici une extension au cas de SO(3) du modele de proces-
sus de Poisson composé proposé initialement par Ning et al.
[5]. La grandeur physique qui nous intéresse est la direction de
propagation de I’onde p(t) qui évolue au cours du temps de
propagation dans le milieu. z(t) est un vecteur unitaire de R3,
¢’est a dire un élement de S2, la sphere unité.
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FI1G. 1 — Géométrie de type “tranche” considérée pour la propa-
gation en milieu aléatoire, avec une source de type onde plane.

de u(t) et celle des r;. Avant cela, nous présentons comment le
modele PPC décrit la physique de la diffusion multiple.

3.2 Fonction de phase d’un milieu aléatoire

Pour modéliser comment les diffuseurs agissent sur u(t),
on utilise une fonction de phase qui est en fait la densité de
probabilité des variables r;, notée p,.. Cette fonction de phase
est une fonction des angles d’Euler dans le cas général (dif-
fuseurs a géométrie quelconque, anisotropie des diffuseurs).
Dans le cas de diffuseurs statistiquement isotropes, la symétrie
du probléme entraine que p, n’est fonction que du cosinus
de I’angle de diffusion 6. Dans notre étude, nous utilisons la
fonction de phase Von Karman [6] pour modéliser le milieu
aléatoire :
2ka*(s — 1)

1— (4ka? + 1)1*5) (1 — 2ka?(cos§ — 1))°

pe(0) = ( ®)

avec k le nombre d’onde de I’onde incidente, a la longueur de
corrélation des hétérogénéités et s I’exposant décrivant la “ru-
gosité” du milieu. Cette fonction inclut comme cas particuliers
les fonctions Henyey-Greenstein (s = 3/2) et exponentielle
(s =2).

Pour de telles fonctions de phase, la décomposition (1) de-
vient une décomposition en polyndmes de Legendre de la forme :

oo
pe(0) = fiPi(cos0) 6)
1=0
ol P;(cos @) est le polyndme de Legendre d’ordre [ et ot les
f1 sont scalaires (cas particulier des F}™*" donnés dans (3)). La
forme compacte des f; pour la fonction de phase Von Karman
est:

5= 2VAls = (L 2ka®) HID(L 4 )
L = 3 2\1—s
T (2 + l) I(s)(1 — (1 +4ka®) %) @)
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ol oF(a;b;c; z) est la fonction hypergéométrique de Gauss
(Chap. 15 dans [7]). Dans le cas Henyey-Greenstein, les coef-
ficients f; prennent la forme particulierement simple :

1 !
fi= (/_1 cos Op,(0) sin 9d0>

D’un point de vue Physique, il est intéressant d’identifier la
fonction de phase d’un milieu, et cela peut étre fait via 1’esti-
mation des f;. Avant de proposer une méthode pour effectuer
cette estimation, nous nous intéressons aux limites de validité
du modele PPC.

3.3 Validité du modele

L’approche PPC pour la description de la diffusion multiple
ne fait aucune hypothese sur le milieu, et peut donc sembler
assez générique. Mais, de fait, I’abscence de la localisation
des diffuseurs dans le modele (pas de variable position dans
le PPC) limite les cas de figure ol le modele s’applique. En
effet, il est nécessaire de prendre en compte toute 1’énergie
présente dans le milieu a chaque temps ¢ pour décrire n’im-
porte quel type de diffusion multiple. Ce n’est pas le cas pour
le PPC. Mais dans la géométrie tranche considérée ici (Fig. 1),
et dans le cas de la diffusion vers 1’avant (fonctions de phase
trés piquée autour de cosf = 1), I’énergie est propagée vers
I’avant et le PPC décrit correctement le signal de sortie.

Pour quantifier la perte de I’information sur sa direction de
propagation originale, on introduit le libre parcours moyen de
transport £* = ¢/(1— < cosf >), avec < cos@ > la valeur
moyenne du cosinus de 1’angle de diffusion. Le modele PPC
permet de décrire de fagcon corecte le signal de sortie pour une
épaisseur de tranche de ’ordre de £* /2. Le PPC est donc perti-
nent dans le cas ot cos § ~ 1. Dans ce régime on a £* > (, ce
qui correspond a de la diffusion multiple d’ordre élevé.

Sur la figure (2) nous comparons la solution (semi-analytique)
donnée par le PPC avec la solution obtenue par le code de simu-
lation Monte Carlo de diffusion multiple développé dans [2].
Les différentes courbes sont présentées pour des valeurs allant
de (* /24 (courbes inférieures) et £*/2 (courbes supérieures).
La fonction de phase utilisée est une Henyey-Greenstein de pa-
rametre < cos >= 0.95.

On peut voir que les courbes noires données par le PPC
sont en accord avec les courbes rouges données par la solution
Monte Carlo du transfert radiatif, pour une gamme importante
d’angles de diffusion. Pour les grands angles (. = cos 6 — 0),
le PPC ne décrit pas bien 1’énergie de sortie du milieu. Les
courbes supérieures montrent que le domaine de validité du
PPC est moins important quand la longueur de propagation
(ou profondeur de pénétration de 1’onde dans le milieu) se rap-
proche de ¢*.

L’intérét du PPC réside donc dans le fait qu’il autorise une
trés bonne description du phénomene de diffusion vers I’avant
et surtout qu’il va nous permettre la résolution du probleme
inverse : estimer la fonction de phase a ’aide de la distribution
de sortie de la direction de propagation p(t). C’est ce que nous
présentons dans la Section suivante.
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FI1G. 2 — Compariason entre la distribution en sortie du mi-
lieu aléatoire par le PPC (rouge) et la solution Monte Carlo
du transfert radiatif (noir), pour différentes épaisseurs de mi-
lieu.Cas de la fonction de phase Henyey-Greenstein de pa-
rametre < cos 6 >= 0.95.

4 Estimation non-paramétrique

Nous souhaitons inférer sur le milieu aléatoire a I’aide de la
distribution des angles de diffusion en sortie du milieu, c’est
a dire la distribution de 1 (t), notée p,,(;). Nous nous plagons
dans le cas ou u(t) est de la forme (4) et ou p, peut s’écrire
comme dans (5). En prenant que la distribution de pg est un
Dirac au pole nord de S 2. on obtient directement 2 partir de (4)
que :

pu(t)(e) _ Z(t/') 6715/7' ?k(e)

I
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5
-
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e (214 1) (£1)" Pi(cost)

k=0 ’ >0
(o)

= Z(Ql +1)er = Py(cos )
1>0

®)
avec f; les coefficients de Legendre la fonction de phase. 1l
vient alors directement, en posant que p,,(;) @ une expansion en
polyndmes de Legendre de la forme :

Dut) = Z giP(u(t)),

1>0

que 'ona: r
fl:¥1n9l+1 )

Cette relation permet donc d’obtenir les coefficients de Le-
gendre de la fonction de phase a I’aide de ceux de la distri-
bution de p(t). Cela permet de décomposer le PPC, c.d.d. dans
(4) d’estimer la distribution des r; a partir de celle de u(t).
Cette décomposition a été initialement proposée pour les PPC
a valeurs réelles dans [8], et étendue au cas des groupes de Lie
compacts dans [9].



Nous considérons ici le cas ou les données a notre disposi-
tion sont des valeurs de p(7") receuillies & un temps 7" > 0
apres le début de la propagation de 1’onde ans le milieu. Nous
faison I’hypothese que nous possédons K échantillons dénotés
Ui, £ = 1,..., K. On peut alors écrire I’estimateur empirique
des coefficients de Legendre de p,, (1) qui prend la forme :

1 K
= E;Pz(m (10)

Cette expression est dérivée de (3) dans le cas particulier ou les
Fym™ dégénerent en P, L'estimateur (10) a une variance de la
forme : K~ (E[P2(p)] — 7).

En injectant I’estimateur (10) dans (9), on obtient un estima-
teur fl des coefficients de Legendre de la fonction de phase.
Il est toutefois nécessaire de connaitre 7 pour obtenir les fl
ce qui, expérimentalement, est possible via des mesures sur les
ondes balistiques (non affectées par les diffuseurs). La connais-
sance des fl permet donc d’identifier le milieu de propagation
et ce a I’aide seulement de la distribution des p,;.

Afin d’illustrer le comportement de la technique de décom-
position du PPC, nous présentons des résultats d’estimation
des fl Les échantillons p,, ont été générés par le code Monte
Carlo développé dans [2]. Nous présentons sur la figure 3 les
fl obtenus avec (9) et (10) pour deux épaisseurs de propaga-
tion différentes : 6.25¢ (bleu) et 12.5¢ (rouge). La courbe noire
représente les coefficients de Legendre théoriques utilisés pour
générer les données. On peut voir que la technique de décom-
position permet de retrouver une grande partie des coefficients
de la fonction de phase, ce qui assure que la modélisation PPC
est un outil intéressant pour 1’étude des données de diffusion
multiple. On voit également que lorsque les ondes se sont pro-
pagées plus longtemps dans le milieu (courbe rouge), 1’estima-
tion de la fonction de phase est nettement moins bonne, en par-
ticulier sur les coefficients de Legendre d’ordres élevés. Ceci
est du a I'uniformisation de la distribution des p,; qui ne per-
met pas d’obtenir une bonne décomposition. D’une manicre
générale, les coefficients de Legendre d’ordre élevé sont mal
estimés par la méthode, et ceci a cause de la variance de I’esti-
mateur Jj.

Néanmoins, la technique de décomposition du PPC permet
d’obtenir une information importante sur la fonction de phase
des diffuseurs et permet donc une caractérisation des milieux
diffusants qu’il n’est pas possible d’obtenir avec une approche
“tranfert radiatif”.

5 Conclusion

La modélisation de la diffusion multiple des ondes a I’aide
du PPC permet une identification de la fonction de phase du mi-
lieu, dans le cas ot les angles de diffusion sont petits (diffusion
vers I’avant). Cette approche est valable pour des épaisseurs de
matériau de I’ordre de £* /2, pouvant correspondre & un régime
de diffusion multiple a plusieurs ¢. Dans ce cadre, une ap-
proche “fréquentielle” basée la relation entre la fonction ca-
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F1G. 3 — Coefficients de Legendre de la fontion de phase
Von Karman, obtenus par décomposition du PPC pour les
épaisseurs 6.25¢ (bleu) et 12.5¢ (rose), et fonction de phase
exacte (noir).

ractéristique de la fonction de phase et celle de la distribu-
tion mesurée p(7T). Au dela de limite £*/2, la méthode de
décomposition du PPC n’est rapidement plus valable pour les
coefficients de Legendre d’ordre élevé, du fait de 1’uniformi-
sation de la distribution de sortie. Les perspectives de ce tra-
vail sont I’inclusion de I’information de polarisation dans le
modele ainsi que le développement d’approche d’estimation
paramétrique se basant sur la fonction de phase Von Karman.
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