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Résumé – Dans ce papier, nous abordons le problème de restauration des coefficients en ondelettes des crépitants considérés comme étant un
signal impulsionnel auquel surajoute un bruit coloré. Cette tâche exige l’accès à la densité de probabilité multivariée afin de pouvoir calculer la
fonction de vraisemblance souvent inaccessible dans le cas non gaussien. Pour cela, la distribution gaussienne multivariée est souvent utilisée
même si l’hypothèse de la gaussianité n’est pas vérifiée. Dans ce travail, nous proposons une nouvelle approche basée sur la théorie des copules
pour le calcul de la densité de probabilité gaussienne généralisée multivariée qui nous permet de gérer la non gaussianité du bruit coloré.

Abstract – In this paper we address the problem of restoration of the wavelet coefficients related to crackle assumed to be a pulse respiratory
signal for which a non-gaussian colored noise is added. This task, requiring multivariate probability density computations for the data likelihood
term, often faces with the lack of analytical multidimensional expressions in the non-gaussian case. In this work, we propose a new approach
based on copula theory to compute multivariate generalized Gaussian marginals to deal with the non-gaussianity of the wavelet coefficients of
the colored added noise.

1 Introduction
Dans ce papier, nous présentons un système de déconvolu-

tion impulsionnelle des coefficients en ondelettes des crépitants
à partir d’un enregistrement d’un son caractéristique des symp-
tômes de la maladie pulmonaire Broncho-Pneumopathie Chro-
nique Obstructive (BPCO). Ce son est composé de crépitants
et du son respiratoire normal considéré ici comme un bruit ad-
ditif. Les crépitants peuvent être caractérisés par un son aigu
de très courte durée. Notre but est de pouvoir les dénombrer
et estimer leurs amplitudes et leur densité d’apparition pour
quantifier la gravité de la BPCO. Pour ce faire, nous propo-
sons une méthode de déconvolution impulsionnelle. En effet,
une source ponctuelle est l’idéalisation d’une source physique
de durée très courte qui se manifeste dans le signal observé sous
la forme d’une signature ayant subi les différentes transforma-
tions de la source dans son ensemble. Dans ces conditions, les
seules caractéristiques du signal attribuables à la signature de
la pathologie sont sa position et son amplitude [1]. Dans un tel
contexte, la déconvolution impulsionnelle vise à estimer simul-
tanément la position et l’amplitude de chaque impulsion.

Il existe dans la littérature plusieurs méthodes de déconvo-
lution impulsionnelle comme le filtrage adapté , qui est mé-
thode satisfaisante uniquement lorsque les impulsions sont dé-
terministes et bien séparées les unes des autres. Une seconde
famille de méthodes de déconvolution utilise un cadre bayé-
sien en modélisant la séquence des impulsions par un processus

Bernoulli-gaussien (BG). L’intérêt d’une telle approche réside
dans sa capacité à prendre en compte les informations appor-
tées par les mesures et les informations a priori dont on dis-
pose. L’adéquation entre les paramètres estimés et le modèle
est décrit grâce à une fonction de vraisemblance qui doit être
maximisée. Dans notre cas, nous réalisons une transformation
du signal acoustique en paquets d’ondelettes qui se sont révé-
lés être plus adaptés à caractériser en temps et en fréquence
les propriétés du signal. Une simple étude nous montre que les
coefficients en ondelettes des crépitants et du son respiratoire
normal ne suivent pas une loi gaussienne, hypothèse de base
des méthodes de déconvolution BG, mais une loi gaussienne
généralisée. En outre, l’hypothèse d’un bruit gaussien, blanc et
stationnaire n’est pas vérifiée en pratique sur les signaux pul-
monaires acquis. Les deux sons, le son respiratoire normal et
les crépitants, sont le résultat de la circulation de l’air dans
les poumons qui ont donc subi des transformations que nous
modélisons grâce à deux filtres à réponse impulsionnelle finie
(RIF). De ce fait, le bruit n’est plus un bruit blanc mais un bruit
coloré.

Une généralisation des méthodes de déconvolution BG n’est
cependant pas évidente puisque l’expression de la loi gaus-
sienne généralisée (GG) multivariée est indispensable pour le
calcul de la fonction de vraisemblance et que cette expression
analytique n’existe pas. Pour contourner ce problème, nous uti-
lisons la théorie des copules permettons l’accès à une expres-



sion de la loi GG multivariée modélisant correctement la dé-
pendance entre les différentes observations.

Cet article comporte quatre parties. Dans un premier temps,
nous présentons le modèle de l’observation. Ensuite, nous pré-
sentons la théorie de copules ainsi que le loi gaussienne généra-
lisée multivariée, puis nous développons la méthode de décon-
volution dans une troisième partie, la quatrième partie,quant à
elle, est consacrée aux résultats de la déconvolution obtenus sur
les signaux synthétiques et réels.

2 Modèle de l’observation
Désignant par y = [y(k)] les coefficients d’ondelettes du son

(BPCO), où k ∈ {1 , ...,L} et L représente la longueur du si-
gnal, par r = [r(k)] les coefficients en ondelettes des crépitants,
par b = [b(k)] le bruit et par h la réponse impulsionnelle du
filtre de convolution de taille N . L’expression de y est donnée
par :

y(k) =

K∑
n=1

h(k − n)× r(k) + b(k). (1)

Pour simplifier le traitement nous ne à considérons que la ver-
sion matricielle. La nouvelle expression de y est :

y = Hr + b (2)

Notons que le bruit est considéré ici comme étant un bruit co-
loré gaussien généralisé centré de matrice de covariance Σb et
de paramètre de forme αb. L’expression de la densité de pro-
babilité gaussienne généralisée est donnée par l’équation sui-
vante :

f(y; α, σ, µ) =
η(α)α

[2Γ(1/α)]
exp [−(η(α)|y − µ|)α] (3)

où η(α) =
[

Γ(3/α)
σ2Γ(1/α)

] 1
2

, Γ(α) =
∫∞
0

tα−1 exp(−t)dt et µ, σ,
α sont la moyenne, l’écart type et le paramètre de forme.
La séquence impulsionnelle r, quant à elle, est modélisée par
un processus Bernoulli gaussien généralisé centré. En d’autres
termes, les instants d’apparition des impulsions sont considérés
comme étant une séquence de Bernoulli de paramètre λ et les
amplitudes de ces impulsions suivent une loi gaussienne géné-
ralisée centrée d’écart type σr et de paramètre de forme αr.
Une façon de réduire le nombre de faux positifs consiste à sé-
parer la procédure de détection des impulsions de celle d’esti-
mation des amplitudes. Pour ce faire, nous définissons une va-
riable auxiliaire q pour chaque échantillon du signal telle que :

Pr {(q(k))} =

{
1− λ q(k) = 0

λ q(k) = 1
(4)

Chaque variable q est alors binaire pour contrôler la présence
(q = 1) ou non (q = 0) d’une impulsion. L’objectif de la
déconvolution revient alors à estimer les positions indiquées
par (q = 1) et l’amplitude de chaque impulsion. Une façon de
procéder consiste à maximiser les deux fonctions de vraisem-
blance de P (q/y) et P (r/q,y) définies à l’aide de la densité
de probabilité de la loi GG multivariée dont on ne dispose pas
de l’expression analytique. Une manière élégante permettant
l’accès à cette expression est la théorie des copules [2].

3 La densité GG multivariée
Pour traiter le problème de déconvolution sous forme matri-

cielle, nous aurons besoin de l’expression analytique de la den-
sité de probabilité GG multivariée . Généralement, dans le cas
non-Gaussien, le calcul de cette distribution multivariée n’est
pas trivial et on assume que les variables aléatoires sont indé-
pendantes. La fonction de la vraisemblance correspond alors au
produit des marginaux :

∀ z = (z(1), · · · , z(N)) ∈ <N f(z) =

N∏
n=1

f(z(n)) (5)

Si l’hypothèse de l’indépendance n’est pas vérifiée,on procède
souvent par une étape de décorrélation en utilisant la méthode
ICA (Independent Composant Analyse) [3]. Cependant, ce pro-
blème peut être traité différemment en modélisant la dépen-
dance des sources par la théorie des copules.

En effet, une copule est une fonction qui relie une fonction
multivariée à un ensemble de fonctions de distributions margi-
nales. Les copules nous permettent d’extraire la structure de dé-
pendance d’une fonction de distribution conjointe. Ce faisant,
on arrive à séparer la structure de dépendance à partir des fonc-
tions de distributions marginales. Une copule d-dimensionnelle
est une fonction C de I d = [0 , 1 ]d vers I = [0 , 1 ] tel que :

F (y1, ..., yd) = C
(
F 1(y1), ..., F d(yd)

)
(6)

avec y1 , ..., yd sont des variables aléatoires dont la fonction
de répartition jointe est F et les fonctions de répartition margi-
nales sont respectivement F 1 , ...,F d . Ainsi, la fonction copule
décrit comment la fonction multivariée F () est dérivée ou cou-
plée à des fonctions de distributions marginales F 1(), F 2(),...,
F d().
Dans le cas où ces distributions marginales sont contenues, C
est alors unique. De plus, quand C est différentiable, l’expres-
sion de la densité de la copule est donnée par :

f(y1, · · · , yN ) = f [1](y1)× · · · × f [N ](yN )× · · ·
c(F [1](y1), · · · , F [N ](yN )) (7)

où f [j](yj) est la densité de probabilité correspondant à F [j](yj)
et c = ∂C/(∂F [1] · · · ∂F [N ]) est la densité de la copule. La
densité de la copule gaussienne cG est donnée par [4, 5] : ∀ y =
(y1, · · · , yN ) ∈ <N :

cG(y, R) = |R|− 1
2 exp

[
− ỹT (R−1 − I)ỹ

2

]
(8)

où ỹ = (Φ−1(y1), · · · , Φ−1(yN ))T avec Φ(.) est la fonc-
tion de répartition gaussienne, R est la matrice de corrélation
et I est la matrice identité de taille N × N . Si on considère
que les éléments du vecteur d’observation suivent la même loi,
l’expression de la densité de la copule guaussienne, utilisant la
matrice de covariance, est donnée par :

∀ z = (z(1), · · · , z(N)) ∈ <N :

cG(z, Σ) = |Σ|−1
2∏

i
diag(Σ−1)(i,i) |Σ|−

1
2

× exp
[
− z̃T (Σ−1−diag(Σ−1))z̃

2

]
(9)



où Σ est la matrice de covariance.
Pour modéliser la densité de la loi GG multivariée, nous util-
sons l’ Eq.( 7) avec la densité de la couple gaussienne Eq. (9)
et la loi gaussienne généralisée Eq.( 3).

Finalement, la loi GG multivariée est donnée par :

f (y; α, σy, µy, Σ) =
N∏

i=1

f(y(i); α, σy, µy) cG(y,Σ) (10)

4 La détection des pics
Pour la détection des positions des coefficients en ondelettes

des crépitants, nous maximisons la fonction de vraisemblance
d’expression :

r̂ = argmax
r

[Pr (r/z, q̂)] (11)

Pour le calcul de P (y/q), nous supposerons que r et b sachant
q suivent une loi gaussienne généralisée. Toutefois, il n’existe
aucune expression analytique de la somme de deux GG [6].
Pour contourner ce problème nous utilisons des intégrations
numérique pour accéder à une valeur estimée de P (y/q). En
effet, nous savons que le produit de convolution de deux ou plu-
sieurs variables aléatoires n’est que la distribution de la somme
de ces variables aléatoires. Cette approximation a été adoptée
dans plusieurs travaux [7].

Comme les q(k) sont supposés indépendants, on a d’après (4) :

Pr(q) =
N∏

i=1

Pr(q(i)) = λNq (1− λ)N−Nq (12)

où Nq est le nombre des éléments non nuls dans q. Nous
pouvons facilement constater que les éléments de q possèdent
des intéractions non linéaires dans Pr(q/z). De ce fait, la seule
manière de maximiser l’expression est de calculer la vraisem-
blance pour chaque séquence q (2N possibilités)[8]. Pour cela,
nous avons opté pour le choix de la méthode SMLR permettant
une convergence rapide de l’algorithme. En effet, l’algorithme
SMLR est un algorithme itératif qui compare la vraisemblance
de deux séquences : la séquence référence qr et la séquence
test qt et qui diffèrent uniquement par un seul élément à chaque
itération. La stratégie de la selection consiste à choisir comme
nouvelle séquence référence celle qui maximise le critère sui-
vant :

Cr,t =
Pr (qt/z)
Pr (qr/z)

qt

≷
qr

1 (13)

qui est équivalent à :

Cr,t = log

(
Pr (qt/z)

Pr (qr/z)

)
qt

≷
qr

0 (14)

L’expression de qt à la i-ème itération est donnée par :

qt(k) =

{
1− qr(i) i = k

qr(i) ailleurs
(15)

Finalement, la nouvelle séquence référence à l’i-ème itéra-
tion est donnée par :

qr =

{
qr if Cr,t < 0

qt if Cr,t > 0
(16)

5 Estimation des amplitudes
La procédure de détection des pics consiste à maximiser la

fonction de vraisemblance, l’estimée de r a pour expression :

r̂ = argmax
r

[Pr (r/z, q̂)] (17)

où
Pr (r/z, q̂) ∝ Pr (z/r, q̂)Pr (r/q̂) . (18)

Comme les coefficients de r sachant q̂ sont indépendants, on
a :

Pr (r/q̂) =
N∏

i=1
q̂(i)=1

η(αr)αr[
2Γ( 1

αr
)
] exp [− (η(αr)|r(i)|)αr ] (19)

où σr est l’écart type et αr est le paramètre de forme de r.
D’après l’équation (2) on a :

Pr (z/r, q̂) =
N∏

i=1

η(αb)αb[
2Γ( 1

αb
)
] exp [− (η(αb)|z(i)− (Hr) (i)|)αb ]

×cG(z, Σb) (20)

En effet :

Ez/r,q̂ [z] = Ez/r,q̂ [Hr + b] = Hr (21)

et

Ez/r,q̂

[
zzT

]
= Ez/r,q̂

[
(Hr + b) (Hr + b)T

]
= Σb (22)

Étant Données l’ Eq. (19)et (20), nous arrivons à optimiser
l’ Eq.(11).

6 Résultats et discussion
Nous testons notre méthode de déconvolution sur un signal

synthétique modélisant les coefficients en ondelettes d’un son
BPCO. Pour ce faire, nous avons généré une séquence de Ber-
noulli gaussien généralisé de paramètre (λ = 0.05, L = 500,
σr = 0.1, αr = 1) où σr et αr sont les paramètres de la loi
GG. Ensuite, cette séquence est convoluée à l’aide d’un filtre
GG présenté dans Fig. 1 (modélisant la réponse impulsionnelle
du crépitant dans la pratique) auquel un bruit GG coloré de pa-
ramètre αr = 1.4 est ajouté. Le signal synthétique est présenté
dans Fig. 2.
Pour l’estimation des hyperparamètres, nous utilisons la mé-
thode présentée dans [9]. Notons qu’une méthode MCMC n’a
pas été retenue à cause du temps de calcul prohibitif. Pour prou-
ver la robustesse de notre méthode aux déviations des hyperpa-
ramètres de leurs valeurs réelles, nous l’appliquons sur le signal
synthétique en modifiant les valeurs des hyperparamètres. Les
résultats sont présentés dans Tab. 1. Nous remarquons que la



méthode proposée est robuste aux déviations. Notre méthode
notée (M5) est comparée à quatre autres méthodes de déconvo-
lution : algorithme de Viterbi [10] (M1) , filtre récursif (M2),
la méthode de déconvolution SMLR-BG (on suppose la gaus-
sianité du bruit et des amplitudes des pics)(M3) et la méthode
de déconvolution SMLR-G (processus Bernoulli gaussien avec
un bruit coloré) (M4). Les résultats sont présentés dans Tab .2.
Nous obtenons le meilleur résultat de déconvolution avec notre
méthode qui est présenté par des cercles dans Fig.3. Notons
qu’afin de diminuer le temps de calcul, nous avons utilisé les
q̂ estimés par (M2) pour l’initialisation de notre méthode. On
constate que l’algorithme converge simplement à la troisième
itération.

FIGURE 1 – Réponse impulsionnelle du filtre h
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FIGURE 2 – Allure temporelle du signal synthétique (rapport
signal bruit est de 9 dB)

αr αb σ2
r λ nb de détections non restituées

1 1.4 0.1 0.05 3/20
0.91 1.4 0.1 0.05 3/20

1 1.48 0.1 0.05 3/20
1 1.4 0.19 0.05 4/20
1 1.4 0.1 0.09 3/20

TABLE 1 – Nombre de détections non restituées pour diffé-
rentes valeurs des hyperparamètres

M 1 M 2 M 3 M 4 M 5

nb de détections non restituées 8/20 7/20 5/20 5/20 3/20

TABLE 2 – Nombre de détections non restituées pour diffé-
rentes méthodes de déconvolution

Nous testons enfin la méthode sur les coefficients en onde-
lettes d’un son (BPCO). Le résultat de la déconvolution est pré-
senté dans Fig. 4. Les cercles présentent les positions est les
amplitudes des coefficients en ondelettes des crépitants. Cette
estimation offre dès lors la possibilité de quantifier le déve-
loppement de la BPCO à travers la densité d’apparition et les
amplitudes des pics dans un cadre gaussien généralisé.

FIGURE 3 – Résultat de déconvolution du signal synthétique.

FIGURE 4 – Résultat de déconvolution du signal réel.

7 conclusion
Nous avons traité dans ce papier le problème de la déconvo-

lution d’un processus BGG en présence d’un bruit GG coloré
par la maximisation de la fonction de la vraisemblance. Nous
avons proposé également une nouvelle méthode de calcul de
la loi GG multivariée en utilisant la théorie des copules. Cette
approche est théoriquement validée et nous travaillons main-
tenant à la valider sur d’autres signaux réels en collaboration
avec les médecins.
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