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Résumeé — Dans cet article, nous proposons unéthode découte coogrative du spectre dans le but detetter la pgsence de bandes de
frequences inocc@es. La nethode en question est autodidacte en ce sens qu’aucune informatiesignalemis n’est requis. Nous analysons
les performances du test progasn termes de probabéide fausse alarme et de puissance. L'analyserifjue des performances repose sur la
théorie des matrices@htoires appligee aux modles dits “spiked”.

Abstract — In this paper, we propose a cooperative sensing method which allowessiordne the unoccupied bands of the spectrum of wireless
communication systems. Our approach is biied it does not require any cooperation between the transmitters and @ seWe study the
performance of the test in terms of probability of false alarm and midsafitity. The theoretical analysis is based on results of Random Matrix
Theory for spiked models.

1 Introduction laps de temps &s court ;
— la recessit de construire des tests robusigls pesence
11l est aujourd’hui largement reconnu que les 8ysés sans de canaux s £lectifs.

fil de communications nuériques n’exploitent pas I'iégralié  Les travaux de Cabric et al. [2], Akyildiz et al. [3] produige

de la bande de &guence disponible. Les sgstes sans fils de une syntkese des approches classiques du point de vue des
futures grérations seront donc amsa tirer parti de I'exis-  réseaux cognitifs. D’ags ces travaux, il est clair qu’un tra-
tence de telles bandes dé&duence inoccu@es, gacea leur  vail restea mener afin de proposer des approches nouvelles
facultt d’écouter et de s’adaptér leur environnement. Une et adaptes aux fortes contraintes menti@es ci-dessus. Le
telle aptitude redve du concept de “radio cognitive” introduit probleme fondamental est décter la pesence d’'u@metteur

par Joseph Mitola en 2000 [1]. Dans ce contexte, il s'agittdonpar le biais de mesures brédts. Ceci s'agre etre une ache

de rendre les sysines de communications capables de captedélicate lorsque la puissance du signal regu est suscepitétte
des informations sur leur environnement, de fagare qu'ils  faible en raison degvanouissements du canal, et en raison
puissent transmettre de mare opportuniste. On trouve dans de I'absence de connaissantéa fois des canaux et du sig-

la littérature plusieurs techniques permettaétduter le spec- nal émis. Consiélrons le scenario suivant. Des utilisateurs pri-
tre afin de @tecter léventuelle pgsence d’un signal dans une maires communiquent vers leur destination. Au &ys pri-
bande de fequence dorge. On peut citer les approches re-maire se superpose un yste dit secondaire, compmse K
posant sur des testséatiergie ou la étection de la @rsence de stations de base. Ces stations de l&sritent le spectre, pour
composantes cyclostationnaires dans le sigealué. Toute- décider de la pEsence/absence de bandes libres. Nous sup-
fois, le probeme de lécoute de spectre pour la radio cognitive posons que leX stations de base du sgshe secondaire parta-

se caradrise par des infratifs particuliers : gent leurs observations. Ceci pétite effecté par le biais d’'un
— l'absence de connaissance a priori sur la structure du siganal &dié (possiblement filaire). Nous supposons que le partage
nal (statistiques, variance du bruit, etc.); d'information n’est pas limé en capaci. Désignons pay (k) =
— larecessi de dtecter la pesence d'uemetteur dans un [y, (k), y2(k), ..., yx (k)]T la srie temporelle obtenue en em-

pilant lesK observationséali€es par I'ensemble des capteurs
1Ce travail aéte conjointement soutenu par le programme Projets Jeunegu méme instank. Le probEme de la étection d’'une bande

Chercheurs du GdR-Isis et par I'’Agence Nationale de la Reblee(Projet
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libre revient au test d’hypo#ses suivant : est sugrieurea un seuilsy, ou ¢y est fixée de sorted ce que
wi(k): H, la PFAPy(Ly > &n) n'excéde pas umiveaua € (0,1)
yk) =19 1 s(k) +w(k): Hy (1) precetermire. La proposition suivante fournit I'expression du
w(k) repiésente un bruit blan ien complexe circul irrapport de vraisemblanceggrali€ Ly. Désignons pan; >
ol w (k) replesente un bruit blanc gaussien complexe circula %\2... > Mg > 0 les valeurs propres dB. (distinctes avec

cente de ma"'c‘; de covarianégalea o™ fois | |dent|te:=, o probabili& 1). Soitp . x la fonction cfinie pour toutr de I'in-
h = [h1,...,hik]" estunvecteur colonne regroupant 'ensem- ' . )(1_K)N

ble des coefficients d’d@huation complexes entreenetteur  tervalle (1, K) par oy x (z) = Cn ke O
éventuel et 'ensemble dés€ récepteurss(k) est le signal utile ol Cn x = (1 — %)(171()1\1.

dont on souhaiteé&tecter la pesence. Pour simplifier, nous fer-

ons I'hypotlese ques(k) est un processus gaussien complex
circulaire incependant et identiquement distréode variance
unité. A

Ty = — . ®)
+trR

dProposition 1 ([4]). Le rapport de vraisemblanceegeralise
s'écrit Ly = ¢n,x(Tn) ol Ty est la statistique éffinie par :

Notations , , .
Notons que la fonctiomy x est croissante sur l'intervalle

Pouri € {0, 1}, Py, [€] represente la probab#id’'unévenementi, K). Par congquent, le GLRT revient au test suivant :
& sous I'hypotleseH;. Pour toute variable ahtoire (v.a.)&elle

T et pour touty, la notation?" ,, ng ~ repéesente la fonction T >1 ©)
de test qui rejette I'hyporse nulle quand” > ~. Dans ce N I N
0

cas, la probabilé de fausse alarme (PFA) du test est dmnn
parPo[T" > ~]. La puissance du test est dé@enparP,[T" > ol vy = ¢ (£v) est un certain seuil fixde sortex ce que la
~]. La notation%f% repiesente la convergence presqiiees PFA n'ex@de pas le nivead.

sous I’hypott&aseﬁi. Pour chaque bijectio” : X — Y, ou

X etY sont deux ensembles, oiesigne par"—! la fonction 3 Etude asymptotique du seuil
réciproque assoeea F'. Pour chaque ensemhle € R, z —

1,(x) represente l'indicatrice del. Pour chaque vecteur, Afin de competer la dfinition du test il est essentiel de

||| repiesente la norme euclidienne de proposer une pragure permettant de fixer le seuil du test.
Selon I'approche usuelle, nous proposons de fixer le sguil

2 Rapport de Vraisemblance Gnéralisé de _sortez‘a maximiser la puissand® [Tn >\7N} du test, tout
en imposant que la PFRy [Ty > x| n'excéde pas un certain

SoitY = [y(0),...,y(N —1)] lamatricek x N regroupant niveaua € (0, 1) fixé. Selon cette&finition, le seuil vaut :

toutes les donges, @ N reptesente le nombre @thantillons = pt 7

] r v =py (@) (7)
obsene par chaque capteur. Osgigne pamp,(Y;0o?) et par . ) } . N ]
p1(Y: h,o?) les densis de probabilit de la matrice d’obser- OU P~ (1) repesente le fonction deepartition comp@mentaire
vation'Y indexee par les paragtres inconnué eto? sous les  d€7v sous 'hypotiesefy. Pour chaque, le calcul depy (¢)

hypottesesi, et H; respectivement : nécessite Bvaluation de l'inégrale d’'une fonction dé&’ vari-
N . ables. Cett@&valuation doiétre effectée par I'organe deéti-
po(Y;0%) = (m0?) "V E exp (—Qtr R) (2)  sionpour chaque valeur d€, N. Afin de simplifier la proédure
g

de test, nous su@gons détudier le comportement du seuil;
p1(Y;h,0?) = (WK det R)—N exp (—Ntr (f{R—l)) (3) lorsque le nombre d’'observations augmente. Plésiggment,

nous consiérons le caswle nombreK de sources et le nom-
ol R = hh™ +0%Ix estlamatrice de covariance du processusre v d'observations tendent vers I'infini auéme rythme :
y(k) sousH; et ai R est la matrice de covariance empirique %
R = LYY". Dans le cas idal ai les parartresh et o N — o0, K — oo, ~ O 8)
sont supposs connus, un test unifoément plus puissant est
obtenu en rejetant 'hypo#ise nulle pour de grandes valeurs duol 0 < ¢ < 1 est une constante. Orefihit cy = K/N. Le
rapport de vraisemblange (Y h, 02)/po(Y;c2). Dans notre  Théome 1 ci-dessoustablit que, dans leegime asympto-
contexte i et sont malheureusement inconnus : 'existencelique (8), le seuilyy s'écrit en fonction d’une loi de Tracy-
d’un test unifornément plus puissant n'est plus garantie. UneWidom. La fonction de &partition F'ryy(.) de Tracy-Widom
approche classique, dite test du rapport de vraisemblamée g correspond la loi asymptotique de la plus grande valeur pro-
ralis2 (GLRT pour Generalized Likelihood Ratio Test) consistePre (correctement recegt et renormal&e) d’'une matrice de
a rejeter I'hypotkse nulle lorsque la statistique : Wigner [5]. Pour tout € R,

supy, ,2 p1(Y;h,0?)

Ly = sup,2 po(Y;0?) ) Frw(f) = exp (_/f @= () dx> ’ ©




ou ¢ est la solution de équation diferentielle de PainlevlI|

() = w4(2) + 2¢°(a)
q(z) ~Ai(z) pour x — oo

ol Ai(z) repiésente la fonction d'Airy. Soif’ryy (t) la fonction
de epartition comg@mentairetryy (t) = 1— Fry (t). Posons :

1/3
by = (1+ /) (1+1) . (10)

VCN
Théoreme 1. Les propositions suivantes sont vraies.

1. Pour tout niveawr € (0,1), la puissance du test (6) est
maximale si et seulement si
by

’yN = (1+ \/CN)Q—‘F N2/3

pour une certaine suitéy qui converge verﬁT_‘}V(a).
2. La PFA dutest

v (11)

H,
b —_
Tv 2 (L+Ven)’ + s Frwl@) (12
Hy

converge vers: dans le Egime asymptotique (8).

Le Théoeme 1 indique que, lorsqué, K sont suffisamment
grands, le seuily peutétre approcé par le membre de droite
de (12).

4 Exposants d’Erreur

4.1 Notion d’exposants d’erreur

Afin de caradtriser les performances du test, I'approche tra-

ditionnelle consistaétudier sa puissance ou, de meEeequi-

valente, la probabilé d’erreur de deukime espce. La proba-
bilité d’erreur de deukime espcely r(«), ou probabilié de

manque, correspond la probabilié sousH; de cecider I'hy-

potheseH,, lorsque la PFA est fbea la valeura, soit :

ﬁN,T(Oé) = inf Py [TN < ’y] s (13)

ou l'infemum est pris sur tous les seuilstels que la PFA
Py [T > 7] n'excede pasy. Comme la probabil@ de manque
n'a pas d'expression simple dans le casagal, onétudie son

comportement asymptotique danségime (8). Lorsque le niveau

a € (0,1) est fixg, on cfinit 'exposant d’erreur par la limite
suivante, si elle existe :

Er

= ! log By () (14)

lim ——
Ngnoo N
L'exposant d’erreu€ fournit une information pcieuse au
sujet de la performance du tégt; lorsque le nombre d’obser-
vations est grand et lorsqueest fixe. En pratique, si le nom-

bre d'observations dont on dispose est grand, on peut tout

fois penser réduire conjointement la PFA et la probalilide
manque, pluit que de faire fonctionner le tedtniveau con-

stant. Il est donc important étudier les performances du test **

lorsque les deux probabitis d’erreur tendent ver€m. Un
couple (a,b) € (0,00) x (0,00) est ditcouple d’exposants
d’erreur atteignables’il existe une suite de niveauxy telle
que dans le regime asymptotique (8),

. 1

ngx(l)ofﬁlogow:a (15)
. 1

im —Nlog Byr(an) =b. (16)

On dcésigne paBr I'ensemble des couples atteignables pour le
testT. On nomera cet ensemhb$g- la courbe des exposants
d’erreur.

4.2 Performance du GLRT

Rappelons que, soud,, la mesure empirique des valeurs
propres de la matrice de covarianBe = %YYH converge
faiblement vers la loi de Mahenko-Pastur (renormadie par
o?) dans le egime asymptotique (8). Plusgmissment, la fonc-
tion de épartitionw converge ver®yp ((—oo, %)
lorsqueN, K — oo ol Pyp est la loi de Mathenko-Pastur,
définie par

VO =9y — A7) dy
2mey

)

Pyp(dy) = 1 2+ (y)

ou At = (1+ )2 etA” = (1 - /c)? La transfornge
de Stieltjes dePy;p joue un ble clé dans la suite f(z) =
/ —L_Pyp(dy). Elle s'exprime sous la forme :

J y—x

(1—z—c)++/(l—2—0c)?—dcx

siz > ATt
2cx
f(z) = S
l—z—c¢)—y/(1-2z-¢2%—-4 :
(-z-q-y-z-0 “ Si0 <z <A™
2cx
On cefinit en outref(z) = —m. Introduisons main-

tenant la fonction suivantegfinie pour chaque > A\ :
1 - -
Ff(z) = log(m)—i—; log(14-cf (z))+log(1+f (z))+xf (x)f(x) .

Dans la suite, nous faisons I'hypéte que la constante suiv-

antep existe :
|||

p=dim 5 7
On nommerg le rapport signal-sur-bruit (RSB) limite. Nous
introduisonsegalement la constanfgy, = (1 + p) (1 + ;)

Sous I'hypotlésefd;, la plus grande valeur propre de la matrice
de covarianceR a le comportement suivant quaind KX —

00!
. a2\ sip>./c,
A2 " (18)
Hy o2\t sinon,

voir par exemple [6] pour une preuve de ésultat. Pour tout
5> Ve ettoutz € R, on cefinit ;
r— A\
If(x) = (1 —¢)
(1+p)

= log L . (FH(z) —FT(\%%)) -

0o
)\spk



On peut @montrer (la preuve est omise par manque de place’
que Iafonctionl,j est la fonction de taux ass@ciu principe de
grandes dviations (PGD) de la statistique de td5¢ lorsque

p > +/c. En particulier, | varie del; (A\*) & 0 sur l'intervalle
AT, A5, ] et varie de Ga oo sur lintervalle (A, , oo). Sous
I'hypothése Hy, on peut montrer de &me que la fonction de
taux asso@e au PGD déy vaut pour toutr € [AT,00) :
Ij(x)=2-At—(1-¢) log)\i+ —2¢(F(z) —FF(A1)).
La fonction; varie de 0a oo sur l'intervalle [A*, o). Nous
pouvons maintena@noncer le&sultat de cette section.

Théoreme 2. Les proprétés suivantes sont vraies.
1. Pour chaque niveau B € (0, 1), I'exposant d’erreur
Er défini par (14) existe etérifie :

Er = IF(\T) (19)

Log of the Error exponent for different values of ¢

s .
[ Neyman-Pearson
4

/
4‘f o 6501

“ I c=0.4

-10 . . . . )
0 12 14 16 18 20

sip > \/cet&r = 0 sinon.
2. La courbe d’exposants d’erreur d&; est donge par :

FiG. 1 — Logarithme de I'exposant d’erredr en fonction
du SNR p pour differentes valeurs de. Comparaison avec
I'exposant d’erreur du test de Neyman-Pearson (aades

oo

cxe (W, Spk)} (20)

8 {(Iy (@), ) (2))
sip > +/cet8r = () sinon.

La preuve de ceasultat est omise par manque de place. Nous
noterons toutefois que le&&dhonstration repose sur I'obtention
d’un principe de grandesdiations portant sufy.

5 lllustrations et Résultats Nuneriques

Lafigure 1 repesente I'exposant d’erreur assoaiu test. On
se compare I'exposant d’erreur du test de Neyman-Pearson,
gue I'on peut obtenir par application du lemme de Stein. La fig
ure 2 repésente la courbe COR (Caraxdstique Oprationnelle
de Reception) assoek au testy (Test 1), c’esh dire la puis-

parangtres sont connus).

1

0.9+

Power

i i i i i
0.3 04 0.5 06 07 08 09 1

False Alarm Probability Level

i i
0 o1 02

sance maximale du test en fonction de son niveau. La courl@g. 2 — Courbe COR du Te§ty (Test 1) et comparaison avec
COR du testl'y est compa¥ea la courbe COR du test pro- |e test fon@ sur le nombre de conditionnement/ i (Test 2)
pos dans [7] et qui fait appel au nombre de conditonnement K=10, N=50, p=1.

de la matrice de covariance empirighg/ \ . On observe que

le test fon@ surT'y est unifornément plus puissant que le test [3] |. F. Akyildiz, W. Y. Lee, M.C. Vuran, and S. Mohanty.

propog dans [7].
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