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Résuḿe – Dans cet article, nous proposons une méthode d’́ecoute cooṕerative du spectre dans le but de détecter la pŕesence de bandes de
fréquences inoccupées. La ḿethode en question est autodidacte en ce sens qu’aucune information sur le signalémis n’est requis. Nous analysons
les performances du test proposé en termes de probabilité de fausse alarme et de puissance. L’analyse théorique des performances repose sur la
théorie des matrices aléatoires appliqúee aux mod̀eles dits “spiked”.

Abstract – In this paper, we propose a cooperative sensing method which allows to determine the unoccupied bands of the spectrum of wireless
communication systems. Our approach is blindi.e., it does not require any cooperation between the transmitters and the sensors. We study the
performance of the test in terms of probability of false alarm and miss probability. The theoretical analysis is based on results of Random Matrix
Theory for spiked models.

1 Introduction
1 Il est aujourd’hui largement reconnu que les systèmes sans

fil de communications nuḿeriques n’exploitent pas l’intégralit́e
de la bande de fréquence disponible. Les systèmes sans fils de
futures ǵeńerations seront donc amenésà tirer parti de l’exis-
tence de telles bandes de fréquence inoccuṕees, gr̂aceà leur
facult́e d’écouter et de s’adapterà leur environnement. Une
telle aptitude rel̀eve du concept de “radio cognitive” introduit
par Joseph Mitola en 2000 [1]. Dans ce contexte, il s’agit donc
de rendre les systèmes de communications capables de capter
des informations sur leur environnement, de façonà ce qu’ils
puissent transmettre de manière opportuniste. On trouve dans
la littérature plusieurs techniques permettant d’écouter le spec-
tre afin de d́etecter l’́eventuelle pŕesence d’un signal dans une
bande de fŕequence donńee. On peut citer les approches re-
posant sur des tests d’énergie ou la d́etection de la pŕesence de
composantes cyclostationnaires dans le signalécout́e. Toute-
fois, le probl̀eme de l’́ecoute de spectre pour la radio cognitive
se caract́erise par des imṕeratifs particuliers :

– l’absence de connaissance a priori sur la structure du sig-
nal (statistiques, variance du bruit, etc.) ;

– la ńecessit́e de d́etecter la pŕesence d’uńemetteur dans un

1Ce travail aét́e conjointement soutenu par le programme Projets Jeunes
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laps de temps très court ;
– la ńecessit́e de construire des tests robustesà la pŕesence

de canaux tr̀es śelectifs.
Les travaux de Cabric et al. [2], Akyildiz et al. [3] produisent
une synth̀ese des approches classiques du point de vue des
réseaux cognitifs. D’après ces travaux, il est clair qu’un tra-
vail resteà mener afin de proposer des approches nouvelles
et adapt́ees aux fortes contraintes mentionnées ci-dessus. Le
probl̀eme fondamental est de détecter la pŕesence d’uńemetteur
par le biais de mesures bruitées. Ceci s’av̀ere être une t̂ache
délicate lorsque la puissance du signal reçu est susceptible d’être
faible en raison deśevanouissements du canal, et en raison
de l’absence de connaissanceà la fois des canaux et du sig-
nal émis. Consid́erons le scenario suivant. Des utilisateurs pri-
maires communiquent vers leur destination. Au système pri-
maire se superpose un système dit secondaire, composé deK
stations de base. Ces stations de baseécoutent le spectre, pour
décider de la pŕesence/absence de bandes libres. Nous sup-
posons que lesK stations de base du système secondaire parta-
gent leurs observations. Ceci peutêtre effectúe par le biais d’un
canal d́edíe (possiblement filaire). Nous supposons que le partage
d’information n’est pas limit́e en capacit́e. Désignons pary(k) =
[y1(k), y2(k), . . . , yK(k)]T la śerie temporelle obtenue en em-
pilant lesK observations ŕealiśees par l’ensemble des capteurs
au m̂eme instantk. Le probl̀eme de la d́etection d’une bande



libre revient au test d’hypoth̀eses suivant :

y(k) =

{

w(k) : H0

h s(k) + w(k) : H1
, (1)

oùw(k) repŕesente un bruit blanc gaussien complexe circulaire
centŕe de matrice de covarianceégaleà σ2 fois l’identité, òu
h = [h1, . . . , hK ]T est un vecteur colonne regroupant l’ensem-
ble des coefficients d’atténuation complexes entre l’émetteur
éventuel et l’ensemble desK récepteurs.s(k) est le signal utile
dont on souhaite d́etecter la pŕesence. Pour simplifier, nous fer-
ons l’hypoth̀ese ques(k) est un processus gaussien complexe
circulaire ind́ependant et identiquement distribué de variance
unité.

Notations

Pouri ∈ {0, 1}, PHi
[E] represente la probabilité d’unévénement

E sous l’hypoth̀eseHi. Pour toute variable aléatoire (v.a.) ŕeelle
T et pour toutγ, la notationT

H0
≷

H1
γ repŕesente la fonction

de test qui rejette l’hypoth̀ese nulle quandT > γ. Dans ce
cas, la probabilit́e de fausse alarme (PFA) du test est donnée
par P0[T > γ]. La puissance du test est donnée parP1[T >

γ]. La notation
p.s.−−→
Hi

repŕesente la convergence presque sûre

sous l’hypoth̀eseHi. Pour chaque bijectionF : X → Y, où
X et Y sont deux ensembles, on désigne parF−1 la fonction
réciproque associéeà F . Pour chaque ensembleA ∈ R, x 7→
1A(x) repŕesente l’indicatrice deA. Pour chaque vecteurx,
‖x‖ repŕesente la norme euclidienne dex.

2 Rapport de Vraisemblance Ǵenéralisé

SoitY = [y(0), . . . ,y(N−1)] la matriceK×N regroupant
toutes les donńees, òu N repŕesente le nombre d’échantillons
observ́e par chaque capteur. On désigne parp0(Y;σ2) et par
p1(Y;h, σ2) les densit́es de probabilit́e de la matrice d’obser-
vationY index́ee par les param̀etres inconnush etσ2 sous les
hypoth̀esesH0 etH1 respectivement :

p0(Y;σ2) = (πσ2)−NK exp

(

−N

σ2
tr R̂

)

(2)

p1(Y;h, σ2) = (πK detR)−N exp
(

−N tr (R̂R−1)
)

(3)

oùR = hhH +σ2IK est la matrice de covariance du processus
y(k) sousH1 et òu R̂ est la matrice de covariance empirique
R̂ = 1

N YYH . Dans le cas id́eal òu les param̀etresh et σ2

sont suppośes connus, un test uniforḿement plus puissant est
obtenu en rejetant l’hypothèse nulle pour de grandes valeurs du
rapport de vraisemblancep1(Y;h, σ2)/p0(Y;σ2). Dans notre
contexte,h etσ2 sont malheureusement inconnus : l’existence
d’un test uniforḿement plus puissant n’est plus garantie. Une
approche classique, dite test du rapport de vraisemblance géńe-
ralisé (GLRT pour Generalized Likelihood Ratio Test) consiste
à rejeter l’hypoth̀ese nulle lorsque la statistique :

LN =
suph,σ2 p1(Y;h, σ2)

supσ2 p0(Y;σ2)
(4)

est suṕerieureà un seuilξN , où ξN est fix́e de sortèa ce que
la PFA P0(LN > ξN ) n’excède pas unniveauα ∈ (0, 1)
préd́etermińe. La proposition suivante fournit l’expression du
rapport de vraisemblance géńeraliśe LN . Désignons parλ1 >
λ2 · · · > λK ≥ 0 les valeurs propres dêR (distinctes avec
probabilit́e 1). SoitφN,K la fonction d́efinie pour toutx de l’in-

tervalle (1,K) par φN,K(x) = CN,K x−N
(

1 − x
K

)(1−K)N
,

où CN,K =
(

1 − 1
K

)(1−K)N
.

Proposition 1 ([4]). Le rapport de vraisemblance géńeralisé
s’écrit LN = φN,K(TN ) où TN est la statistique d́efinie par :

TN =
λ1

1
K tr R̂

. (5)

Notons que la fonctionφN,K est croissante sur l’intervalle
(1,K). Par conśequent, le GLRT revient au test suivant :

TN

H1

≷

H0

γN (6)

où γN = φ−1
K (ξN ) est un certain seuil fix́e de sortèa ce que la

PFA n’exc̀ede pas le niveauα.

3 Etude asymptotique du seuil

Afin de compĺeter la d́efinition du test il est essentiel de
proposer une procédure permettant de fixer le seuil du test.
Selon l’approche usuelle, nous proposons de fixer le seuilγN

de sorteà maximiser la puissanceP1[TN > γN ] du test, tout
en imposant que la PFAP0[TN > γN ] n’excède pas un certain
niveauα ∈ (0, 1) fixé. Selon cette d́efinition, le seuil vaut :

γN = p−1
N (α) (7)

où pN (t) repŕesente le fonction de répartition compĺementaire
deTN sous l’hypoth̀eseH0. Pour chaquet, le calcul depN (t)
nécessite l’́evaluation de l’int́egrale d’une fonction deK vari-
ables. Cettéevaluation doit̂etre effectúee par l’organe de d́eci-
sion pour chaque valeur deK,N . Afin de simplifier la proćedure
de test, nous suggérons d’́etudier le comportement du seuilγN

lorsque le nombre d’observations augmente. Plus préciśement,
nous consid́erons le cas òu le nombreK de sources et le nom-
breN d’observations tendent vers l’infini au même rythme :

N → ∞, K → ∞,
K

N
→ c, (8)

où 0 < c < 1 est une constante. On définit cN = K/N . Le
Théor̀eme 1 ci-dessouśetablit que, dans le régime asympto-
tique (8), le seuilγN s’écrit en fonction d’une loi de Tracy-
Widom. La fonction de ŕepartitionFTW (.) de Tracy-Widom
correspond̀a la loi asymptotique de la plus grande valeur pro-
pre (correctement recentrée et renormaliśee) d’une matrice de
Wigner [5]. Pour toutt ∈ R,

FTW (t) = exp

(

−
∫ ∞

t

(x − t)q2(x) dx

)

, (9)



où q est la solution de l’́equation diff́erentielle de Painlev́e II

q′′(x) = xq(x) + 2q3(x) ,
q(x) ∼ Ai(x) pour x → ∞

où Ai(x) repŕesente la fonction d’Airy. Soit̄FTW (t) la fonction
de ŕepartition compĺementairēFTW (t) = 1−FTW (t). Posons :

bN = (1 +
√

cN )

(

1√
cN

+ 1

)1/3

. (10)

Théorème 1. Les propositions suivantes sont vraies.

1. Pour tout niveauα ∈ (0, 1), la puissance du test (6) est
maximale si et seulement si

γN = (1 +
√

cN )2 +
bN

N2/3
ζN (11)

pour une certaine suiteζN qui converge vers̄F−1
TW (α).

2. La PFA du test

TN

H1

≷

H0

(1 +
√

cN )2 +
bN

N2/3
F̄−1

TW (α) (12)

converge versα dans le ŕegime asymptotique (8).

Le Théor̀eme 1 indique que, lorsqueN,K sont suffisamment
grands, le seuilγN peutêtre approch́e par le membre de droite
de (12).

4 Exposants d’Erreur

4.1 Notion d’exposants d’erreur

Afin de caract́eriser les performances du test, l’approche tra-
ditionnelle consistèa étudier sa puissance ou, de manièreéqui-
valente, la probabilit́e d’erreur de deuxième esp̀ece. La proba-
bilit é d’erreur de deuxième esp̀eceβN,T (α), ou probabilit́e de
manque, correspond̀a la probabilit́e sousH1 de d́ecider l’hy-
poth̀eseH0, lorsque la PFA est fix́eeà la valeurα, soit :

βN,T (α) = inf P1 [TN < γ] , (13)

où l’infemum est pris sur tous les seuilsγ tels que la PFA
P0 [TN > γ] n’excède pasα. Comme la probabilit́e de manque
n’a pas d’expression simple dans le cas géńeral, onétudie son
comportement asymptotique dans le régime (8). Lorsque le niveau
α ∈ (0, 1) est fix́e, on d́efinit l’exposant d’erreur par la limite
suivante, si elle existe :

ET = lim
N→∞

− 1

N
log βN,T (α) . (14)

L’exposant d’erreurET fournit une information pŕecieuse au
sujet de la performance du testTN lorsque le nombre d’obser-
vations est grand et lorsqueα est fix́e. En pratique, si le nom-
bre d’observations dont on dispose est grand, on peut toute-
fois penser̀a ŕeduire conjointement la PFA et la probabilité de
manque, plut̂ot que de faire fonctionner le testà niveau con-
stant. Il est donc important d’étudier les performances du test

lorsque les deux probabilités d’erreur tendent vers zéro. Un
couple(a, b) ∈ (0,∞) × (0,∞) est dit couple d’exposants
d’erreur atteignables’il existe une suite de niveauxαN telle
que dans le regime asymptotique (8),

lim
N→∞

− 1

N
log αN = a (15)

lim
N→∞

− 1

N
log βN,T (αN ) = b . (16)

On d́esigne parST l’ensemble des couples atteignables pour le
testTN . On nomera cet ensembleST la courbe des exposants
d’erreur.

4.2 Performance du GLRT

Rappelons que, sousH0, la mesure empirique des valeurs
propres de la matrice de covarianceR̂ = 1

N YYH converge
faiblement vers la loi de Marčhenko-Pastur (renormalisée par
σ2) dans le ŕegime asymptotique (8). Plus préciśement, la fonc-
tion de ŕepartition #{i, λi≤x}

K converge versPM̌P

(

(−∞, x
σ2 ]

)

lorsqueN,K → ∞ où PM̌P est la loi de Mařchenko-Pastur,
définie par

PM̌P(dy) = 1(λ−,λ+)(y)

√

(λ+ − y)(y − λ−)

2πcy
dy,

où λ+ = (1 +
√

c)2 et λ− = (1 − √
c)2. La transforḿee

de Stieltjes dePM̌P joue un r̂ole cĺe dans la suite :f(x) =
∫

1
y−xPM̌P(dy). Elle s’exprime sous la forme :

f(x) =















(1 − x − c) +
√

(1 − x − c)2 − 4cx

2cx
si x > λ+

(1 − x − c) −
√

(1 − x − c)2 − 4cx

2cx
si 0 < x < λ−

On d́efinit en outrẽf(x) = − 1
x(1+cf(x)) . Introduisons main-

tenant la fonction suivante, définie pour chaquex > λ+ :

F+(x) = log(x)+
1

c
log(1+cf(x))+log(1+f̃(x))+xf(x)f̃(x) .

Dans la suite, nous faisons l’hypothèse que la constante suiv-
anteρ existe :

ρ = lim
K→∞

‖h‖2

σ2
. (17)

On nommeraρ le rapport signal-sur-bruit (RSB) limite. Nous

introduisonśegalement la constanteλ∞
spk = (1 + ρ)

(

1 + c
ρ

)

.

Sous l’hypoth̀eseH1, la plus grande valeur propre de la matrice
de covariancêR a le comportement suivant quandN,K →
∞ :

λ1
p.s.−−→
H1

{

σ2λ∞
spk si ρ >

√
c ,

σ2λ+ sinon,
(18)

voir par exemple [6] pour une preuve de ce résultat. Pour tout
ρ >

√
c et toutx ∈ R, on d́efinit :

I+
ρ (x) =

x − λ∞
spk

(1 + ρ)
−(1 − c) log

x

λ∞
spk

−c
(

F+(x) − F+(λ∞
spk)

)

.



On peut d́emontrer (la preuve est omise par manque de place)
que la fonctionI+

ρ est la fonction de taux associé au principe de
grandes d́eviations (PGD) de la statistique de testTN lorsque
ρ >

√
c. En particulier,I+

ρ varie deI+
ρ (λ+) à 0 sur l’intervalle

[λ+, λ∞
spk] et varie de 0à ∞ sur l’intervalle [λ∞

spk,∞). Sous
l’hypothèseH0, on peut montrer de m̂eme que la fonction de
taux assocíee au PGD deTN vaut pour toutx ∈ [λ+,∞) :

I+
0 (x) = x− λ+ − (1 − c) log

x

λ+
− 2c

(

F+(x) − F+(λ+)
)

.

La fonctionI+
0 varie de 0à∞ sur l’intervalle[λ+,∞). Nous

pouvons maintenanténoncer le ŕesultat de cette section.

Théorème 2. Les propríet́es suivantes sont vraies.

1. Pour chaque niveau fixé α ∈ (0, 1), l’exposant d’erreur
ET défini par (14) existe et v́erifie :

ET = I+
ρ (λ+) (19)

si ρ >
√

c etET = 0 sinon.

2. La courbe d’exposants d’erreur deTN est donńee par :

ST =
{

(I+
0 (x), I+

ρ (x)) : x ∈ (λ+, λ∞
spk)

}

(20)

si ρ >
√

c etST = ∅ sinon.

La preuve de ce résultat est omise par manque de place. Nous
noterons toutefois que la démonstration repose sur l’obtention
d’un principe de grandes déviations portant surTN .

5 Illustrations et Résultats Nuḿeriques

La figure 1 repŕesente l’exposant d’erreur associé au test. On
se comparèa l’exposant d’erreur du test de Neyman-Pearson,
que l’on peut obtenir par application du lemme de Stein. La fig-
ure 2 repŕesente la courbe COR (Caractéristique Oṕerationnelle
de Ŕeception) associée au testTN (Test 1), c’est̀a dire la puis-
sance maximale du test en fonction de son niveau. La courbe
COR du testTN est compaŕee à la courbe COR du test pro-
pośe dans [7] et qui fait appel au nombre de conditonnement
de la matrice de covariance empiriqueλ1/λK . On observe que
le test fond́e surTN est uniforḿement plus puissant que le test
propośe dans [7].
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