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Résuḿe –Nous proposons un nouvel algorithme de séparation aveugle de signaux exploitant la minimisation desα-divergences. La ḿethode
préconiśee ǵeńeralise l’approche de l’Information Mutuelle (IM). Nous proposons une classe de critères contenant l’IM. Nous montrons par
simulations que l’algorithme utilisant la divergence de Hellinger a de bonnes propriét́es de robustesse en présence du bruit en comparaison avec
l’IM. Les méthodes proposées s’appliquent dans le cas des mélanges instantanés et convolutifs. Nous illustrons la performance de l’algorithme
par simulations.

Abstract – In this paper, we propose a new algorithm for blind source separation based on the minimization ofα-divergences. The method
generalizes the Mutual Information (MI) approach. The proposed method applies in the case of instantaneous or convolutive mixtures. We show
by simulation that the algorithm using Hellinger’s divergence has better properties in terms of efficiency-robustness, for noisy data.

1 Introduction

La méthode de śeparation aveugle de sources que nous pro-
posons dans ce papier est basée sur la minimisation desα-
divergences entre lois de probabilités. Nous allons considérer le
cas des ḿelanges convolutifs. La ḿethode propośee ǵeńeralise
celle baśee sur le crit̀ere de l’IM (c.f. e.g.Pham(2002)). Nous
montrons que la ḿethode utilisant la divergence de Hellinger
poss̀ede de bonnes propriét́es en terme d’efficacité-robustesse.
D’autres classes de divergences ontét́e utilisées dans la litt́erature.
DansErdogmuset al. (2001), les auteurs présentent des algo-
rithmes de śeparation de sources basé sur la minimization des
divergences de Renyi; voir aussiVrins et al. (2007). L’utili-
sation desα-divergences que nous proposons est justifiée par
les raisons suivantes. Elle géńeralise l’approche de l’IM. Elle
s’applique dans les cas de mélange instantańe ou convolutif. La
classe desα-divergences contient la divergence de Hellinger
qui a des bonnes propriét́es d’efficacit́e-robustesse en estima-
tion statistique, comme il áet́e d́emontŕe dansBeran(1977),
Lindsay (1994) et Jiménez et Shao(2001). Par ailleurs, l’es-
timation de cesα-divergences est faite par injection des esti-
mateursà noyau des densités dans leurs d́efinitions. Le reste
de ce papier est organisé comme suit. Dans la section 2, nous
rappelons les divergences entre lois de probabilités et leurs pro-
priét́es. La section 3 présente le problème de la śeparation de
sources pour des ḿelanges convolutifs. Dans la section 4, nous
introduisons de nouveaux critères de śeparations utilisant les
divergences. Dans la section 5, nous comparons les différentes
méthodes par simulations en terme d’efficacité et robustesse.

2 Les divergences entre lois de probabi-
lit és

Soit ϕ une fonction convexe quelconque définie sur[0,+∞]
à valeurs dans[0, +∞] telle queϕ(1) = 0. Pour toutes lois
de probabilit́e Q et P telles queQ est absolument continu par
rapportàP , la Iϕ−divergence entreQ etP est d́efinie par

Iϕ(Q,P ) :=
∫

ϕ

(
dQ

dP

)
dP. (2.1)

Si Q n’est pas absolument continue par rapportà P , on pose
Iϕ(Q, P ) = +∞. Pour toute loi de probabilité P , l’applica-
tion Q 7−→ Iϕ(Q,P ) est convexe et est positive. SiQ = P ,
alorsIϕ(Q,P ) = 0. De plus, si la fonctionx 7−→ ϕ(x) est
strictement convexe sur un voisinage dex = 1, on a la pro-
priét́e fondamentale suivante

Iϕ(Q,P ) = 0 si et seulement siQ = P. (2.2)

Toutes ces propriét́es sont pŕesent́ees et d́emontŕees dansCsisźar
(1967) etLiese et Vajda(1987). Notons que siQ etP admettent
des densit́esq et p par rapport̀a une m̂eme mesure dominante,
la divergence (2.1) s’écrit

Iϕ(Q,P ) :=
∫

ϕ

(
q

p

)
dP. (2.3)

Largement utiliśee en th́eorie de l’information, la divergence
de Kullback-Leibler, not́eeKL−divergence, est associéeà la
fonction convexe ŕeelleϕ(x) = x log x−x+1; elle est d́efinie
comme suit :

KL(Q, P ) :=
∫

log
(

dQ

dP

)
dQ. (2.4)



La divergence de Kullback-Leibler modifiée, not́eeKLm di-
vergence, est associéeà la fonction convexeϕ(x) = − log x +
x− 1, i.e.,

KLm(Q,P ) :=
∫
− log

(
dQ

dP

)
dP. (2.5)

Elle est appeĺee aussi Information mutuelle (IM). D’autres di-
vergences, largement utilisées sont les divergences deχ2 etχ2-
modifiée(χ2

m) :

χ2(Q, P ) :=
1
2

∫ (
dQ

dP
− 1

)2

dP (2.6)

et

χ2
m(Q,P ) :=

1
2

∫
(dQ

dP − 1)2
dQ
dP

dP (2.7)

qui sont associées aux fonctions convexesϕ(x) = 1
2 (x − 1)2

et ϕ(x) = 1
2 (x − 1)2 /x, respectivement. La distance de Hel-

linger (H) estégalement uneIϕ-divergence; elle est associéeà
la fonction convexeϕ(x) = 2(

√
x− 1)2,

H(Q,P ) :=
∫

2

(√
dQ

dP
− 1

)2

dP. (2.8)

Tous les exemples préćedents desIϕ−divergences font partie
de la classe des “divergences de puissance” introduite parCres-
sie et Read(1984) qui est d́efinie par la classe des fonctions
convexes

x ∈ R∗+ 7−→ ϕα(x) :=
xα − αx + α− 1

α(α− 1)
(2.9)

pour toutα ∈ R\ {0, 1},
ϕ0(x) = − log x + x− 1,

ϕ1(x) = x log x− x + 1,

et

ϕα(0) = lim
x→0

ϕα(x), ϕα(+∞) = lim
x→+∞

ϕα(x),

pour toutα ∈ R. Le tableau suivant présente, suivant le choix
de la fonctionϕα, la divergence associée.

TAB . 1: Exemples de fonctions convexes et leurs divergences
assocíees

la fonction ϕα ϕ1 ϕ0 ϕ2 ϕ−1 ϕ 1
2

la divergence associée KL KLm χ2 χ2
m H

Ces divergences ontét́e utilisées en estimation paramétriques
et semiparaḿetriques parKeziou (2003), Broniatowski et Ke-
ziou (2006) et Broniatowski et Keziou(2009). Il a ét́e montŕe
que leur utilisation ǵeńeralise la ḿethode classique du maxi-
mum de vraisemblance, et conduità des estimateurs ayant des
propríet́es similaires, voire meilleures dans certains cas; l’esti-
mateur utilisant la divergence de Hellinger améliore celui du
maximum de vraisemblance en terme d’efficacité-robustesse
pour des donńees bruit́ees.
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FIG. 1: Les fonctions convexesϕα des divergencesKL, KLm

etH

3 Principe de la śeparation de sources
dans le cas de ḿelange convolutif

Le mélange s’́ecrit sous la forme

x(t) = A ∗ s(t) + b(t), (3.1)

où ∗ est le produit de convolution,s est le vecteur des signaux
sources etA est la matrice des filtres de mélange.b est le
vecteur des signaux bruits, dont leséléments sont supposés
centŕes, mutuellement ind́ependants, et indépendants des si-
gnaux sources. La présence du bruit additif dans le modèle de
mélange complique le problème de la śeparation de sources.
Pour simplifier le probl̀eme, le bruit est supposé ńegligeable
(apr̀es pŕetraitement). Le but est d’estimer les sourcess à partir
des observationsx. L’estimateur, dans ce cas, est de la forme

y(t) = B ∗ x(t), (3.2)

où B est la matrice des filtres séparante. Le problème consiste
doncà chercher un estimateurB̂ deB, à partir des observations
x, qui conduità une estimation

ŷ(t) = B̂ ∗ x(t),

des sourcess. La transposition dans le domaine discret des
mod̀eles (3.1) et (3.2) conduità

x(n) = [A(z)]s(n) + b(n) =
∑

k

Aks(n− k), (3.3)

y(n) = [B(z)]x(n) =
∑

k

Bkx(n− k), (3.4)

où Ak etBk correspondent respectivementà la transforḿee en
z des matrices des filtresA et B. Si A est une matrice inver-
sibleà gauche et les sources sont statistiquement indépendantes,
la solution du probl̀eme de śeparation est possiblèa une permu-
tation et un filtrage pr̀es :

y(n) = [B̂(z)]x(n) = [B̂(z)A(z)]s(n), (3.5)

où la matrice des filtreŝB(z) vérifie [B̂(z)A(z)] = [PH(z)],
avecP une permutation etH un oṕerateur de filtrage.



4 Nouveaux crit̀eres de śeparation via
les divergences

Soit y := (y1, . . . , yd)T un vecteur aĺeatoire, et notonsf la
densit́e jointe du vecteury et fi la densit́e marginale deyi,
la ième composante dey. La Iϕα

-divergence entre le produit
f1 · · · fd des densit́es marginales et la densité jointef s’écrit
(voir 2.1)
Iϕα(f1 · · · fd, f) =

∫

Rd

ϕα

(
f1(t1) · · · fd(td)

f(t1, . . . , td)

)
f(t1, . . . , td) dt1 · · · dtd

= E
[
ϕα

(
f1(y1) · · · fd(yd)

f(y1, . . . , yd)

)]
. (4.1)

D’après la propríet́e (2.2), le critère (4.1) est positive, et il s’an-
nule si est seulement sif1 · · · fd = f , i.e., ssi les composantes
y1, . . . , yd sont mutuellement ind́ependantes. Ce critère peut
être estiḿe par

Iϕα
(y) :=

1
N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂1(y1(n)) · · · f̂d(yd(n))

f̂(y1(n), . . . , yd(n))

)
(4.2)

où f̂1,. . . ,f̂d, f̂ sont respectivement les estimateursà noyau des
densit́esf1, . . . , fd, f . Dans le cas des ḿelanges convolutifs,
l’indépendance des signauxy1(n), y2(n), . . . , yd(n) (pour tout
n) ne suffit pas pour śeparer les sources. En d’autres termes,
dans le cas de 2 sources, pour séparer les sources nous avons
besoin de rendre indépendants les signauxy1(n) ety2(n−m)
pour toutn et tout retardm; (voir Babaie-Zadehet al. (2001);
El Rhabi et al. (2005)). Par conśequent, nous remplaçons le
critère (4.2) par

Jα :=
∑
m

Iϕα(ym)

=
∑
m

1
N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂1(y1(n)) · · · f̂d(yd(n−md))

f̂(y1(n), . . . , yd(n−md))

)

(4.3)

où ym(n) := (y1(n−m1), y2(n−m2), . . . , yd(n−md))
T

etm1 = 0.
La śeparation sera obtenue par minimisation de celui-ci sur la
matrice des filtresB:

min
B

Jα = min
B

∑
m

Iϕα(ym). (4.4)

Nous allons utiliser la ḿethode de descente du gradient pour
calculer ce minimum. Le calcul explicite du gradient est donné
dansOuld Mohamedet al.(2009). Dans le cas de deux sources
- deux observations, après calcul, nous obtenons

∂Jα

∂Bk(p, q)
=

∑
m

1
N

N∑
n=1

ϕ′α

(
f̂1(y1(n))f̂1(y2(n−m))

f̂(y1(n), y2(n−m)

)

∂
(

f̂1(y1(n))f̂1(y2(n−m))

f̂(y1(n),y2(n−m)

)

∂Bk(p, q)
,

où ϕ′α(.) est la d́erivée de la fonction convexeϕα(.) introduit
dans (2.9), et Bk(p, q), p, q = 1, 2, sont leséléments de la
matriceBk pour tout retardk. Ainsi, pourα = 0,i.e., dans le
cas de l’information mutuelle, nous obtenons

∂J0

∂Bk(p, q)
=

∑
m

1
N

N∑
n=1

(
1− f̂(y1(n), y2(n−m))

f̂1(y1(n))f̂2(y2(n−m))

)

∂ f̂1(y1(n))f̂2(y2(n−m))

f̂(y1(n),y2(n−m))

∂Bk(p, q)
.

Pourα = 1,i.e., le cas de la divergence de Kullback-Leibler,

∂J1

∂Bk(p, q)
=

∑
m

1
N

N∑
n=1

ln

(
f̂1(y1(n))f̂2(y2(n−m))

f̂(y1(n), y2(n−m))

)

∂ f̂1(y1(n))f̂2(y2(n−m))

f̂(y1(n),y2(n−m))

∂Bk(p, q)
.

Enfin, pourα 6= 0, 1, nous obtenons ∂Jα

∂Bk(p,q) =

∑
m

1
N(α− 1)

N∑
n=1




(
f̂1(y1(n))f̂2(y2(n−m))

f̂(y1(n), y2(n−m))

)α−1

− 1




∂ f̂1(y1(n))f̂2(y2(n−m))

f̂(y1(n),y2(n−m))

∂Bk(p, q)
.

5 Résultats de simulations

Les deux signaux sourcess1(t) et s2(t) sont des variables
aléatoires ind́ependantes et de même loi uniforme (sur [0,1])
centŕees et ŕeduites. La matrice des filtres de mélange consid́eŕee
est

A(z) =
[

1 + 0.2z−1 + 0.1z−2 0.5 + 0.3z−1 + 0.1z−2

0.5 + 0.3z−1 + 0.1z−2 1 + 0.2z−1 + 0.1z−2

]

Nous comparons la qualité de śeparation des trois critèresKL,
KLm et Hellinger, en fonction du rapport signal sur bruit (RSB).
La somme dans (4.3) est calcuĺee surm ∈ {−M, M} avec
M = 2p oùp est l’ordre du filtre (p=2). Nous utilisons le critère
de performance suivant

SNRi = 10 log10

(
E[y2

i ]
E [y2

i |si=0]

)
, i = 1, 2. (5.1)

Pour estimer les densités et ses d́erivées, nous avons utilisé un
noyau gaussien standard avec la fenêtreh = N−1/5 où N est
la taille des signaux. Sur la figure2, nous pŕesentons les SNR
moyens (des deux sources) en fonction du RSB pour les trois
critères,KLm, KL et Hellinger. Le RSB varie entre−20(dB)
et0(dB). La taille des signaux estN = 500, et les simulations
sont ŕeṕet́ees100 fois. Les intervalles de confiance (au niveau
95%) des diff́erentes valeurs des SNRs sont représent́es par des
segments. Nous constatons queKLm est la plus robuste pour
certaines valeurs du RSB (entre -20 et -12 dB, et entre -8 et
0 dB), par contre entre -12 et -8 dB,KLm est la moins ro-
buste. On observe la propriét́e inverse pour laKL. Le critère



baśe sur Hellinger pŕesente un bon compromis entre les critères
KL et KLm et ce quelque soit le degré de contamination des
donńees; voir figure2. Ceci peut s’expliquer de la façon sui-
vante. Lorsque les données sont bruit́ees, deux cas peuvent se
produire.

cas 1: f̂1(y1(n))f̂d(y2(n))

f̂(y1(n),y2(n))
<< 1, on l’appelle “outlier”.

cas 2: f̂1(y1(n))f̂d(y2(n))

f̂(y1(n),y2(n))
>> 1, on l’appelle “inlier”.

D’après la figure1, il est clair queKLm est la plus robuste
par rapport aux outliers, et la moins robuste par rapport aux
inliers. A contrario,KL est la moins robuste par rapport aux
outliers et la plus robuste par rapports aux inliers. Comme la
fonction convexe associéeà Hellinger (figure1) est comprise
entre celles associéesà KL et KLm, le critère baśe sur Hel-
linger pŕesente un compromis en terme de robustesse dans le
cas des outliers et inliers. Comme dans la pratique, nous ne
connaissons pas si le bruit conduità un outlier ou un inlier, il
convient donc d’utiliser le crit̀ere baśe sur Hellinger.
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FIG. 2: Qualit́e de la śeparation des trois critères: IM (α = 0),
Hellinger (α = 0.5) etKL(α = 1), en fonction du RSB

6 Conclusion

Nous avons pŕesent́e dans ce papier un nouvel algorithme de
séparation aveugle de signaux basé sur la minimisation des
α-divergences. La ḿethode propośee ǵeńeralise l’approche de
l’information mutuelle. Les ḿethodes proposées s’appliquent
dans le cas des ḿelanges instantanés ou convolutifs. Nous avons
montŕe par simulation que l’algorithme utilisant la divergence
de Hellinger a de bonnes propriét́es en terme d’efficacité et ro-
bustesse.
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des machines tournantes.Second International Conference
on Industrial Risk Engineering, Reims, France.

Pham, D.-T. (2002). Mutual information approach to blind
separation of stationary sources.IEEE Trans. Information
Theory, 48(7).

Vrins, F., Pham, D.-T., et Verleysen, M. (2007).Is the general
form of Renyi’s entropy a contrast for source separation?,
volume 4666/2007 ofLecture Notes in Computer Science.
Springer, Berlin.


