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Résumé —Le probléme de la Séparation Aveule de Sources est abordé’angle géométrique. Le modéle de mélange linéaire étaat u
transformation géometrique de I'espace des sources, éfiopents de la matrice de mélange peuvent étre facilenerituvés si les bords de la
distribution des sources sont connus. Dans cette apprauipéeset intuitive, les vecteurs colonne de la matrice deamgé sont retrouvés par la
recherche des points situés aux extrémités de I'espacebdesvations. Les résultats sont meilleurs que ceux obteswgorithmes classiques
si le signal n’est pas bruité, les performances se dégraidEnRSB est de I'ordre de 40 dB a 50 dB.

Abstract — The problem of Blind Spurce Separation is approached frengdometrical point of view. The mixture model is a linearmetric
transformation of the sources, the coefficients of the ngiximatrix can be easily found if the edges of distribution afrses are known. In this
simple and intuitive approach , vectors column of the matrixture are found by searching for points at the ends of sphservations. The
results are better than those obtained with conventiogakigZhms when the signal is not noisy, the performance isatiy if the SNR is about
40 dB to 50 dB.

1 Représentation géométrique du MO- points extrémes vont toujours garder le plus grand anglaipar

A A S A toutes les autres paires de points. Ces points se retroswent
dele de melange lineaire les génératrices du nouveau cone qui enferme toutes les don-

néesX;. Sous certaines hypothéses ces points représentent les

Une nouvelle approche pour résoudre le probléme de la s¥ecteurs de mélange multipliés par un facteur d’échellee Un
paration des mélanges linéaires est proposée. Elle repose §pproche par déflation a également été proposée dans [4].
l'interprétation géométrique du modéle de mélange, idée qu
apparait pour la premiére fois dans [1], puis dans [2] et a en-
suite été générealisée aux cas ol il y a plus de sources qde NOtre approche
d’'observations [3]. La méthode proposée est applicable pou
I'extraction de sources non négatives a partir de mélanges d 2.1 Deux sources
les coefficients sont non négatifs. Les sources ne sont pas né

. , . . g . . j 1 2Xn i H 2 XN —
cessairement bonées mais doivent vérifier certaines comnslit Soit X' € R**" la matrice des observations, o

A2X262Xn Nous supposons que :

Pour des raisons de simplicité, considérons le cas de 2emurc 1. les sources; ets, sontdistribuées aléatoirementet> 0
uniformesndépendamment et identiquement distribyéed.), etsy > 0,
non négatives, de distribution borr@el]. Dans le plarsy, s2),
chaque instant est représenté par un poipt , s) et tous les
points dans I'espace des sources sont contenus dans le céne

2. 3 au moins une réalisationtelle quesi # 0etss = 0
(la premiére source est active et la seconde est inactive),

dont les génératrices sont définies par I'origine (le p(ino)) 3. Jau mains une realisationtelle ql_JeSJi =0ets) # 0
etles pointg0, 1) respectivemertil, 0). La particularité de ces (la premiére source n’est pas active et la seconde est ac-
deux vecteurs est que I'angle défini par ces derniers a lawvale tive).

maximale. Tous les points de la forni@ s;) et (s1,0) se re-  gj|es conditions 1, 2 et 3 sont satisfaites, on peut écripeda
trouvent sur ces génératrices. On appelle ces ptentpoints position suivante :

extrémesle la distribution.

De maniere évidente, I'effet du modele de mélange I'nea"’r?’roposition 1 Les points extrémes de la matrice d’observa-
sur les sources est une transformation géometrique das I'jons x représentent les vecteurs colonne de la matricaul-
pace de repreésentation. Cette transformation geometfaiie (ip|igs par un facteur d’echelle. Ils peuvent étre retrosgémme

que dgng I’gspace des 9b§erv§timée5 donnée§ restent tou- &iant la paire des pointéX, X;), X4, € X pour laquelle
jours a l'intérieur des génératrices d’un autre cone. Corame rangle :

transformation géométrique du mélange linéaire s’applpr
tous les pointgst, s3), elle s’applique implicitement sur les
points extrémes définissant les génératrices du cond jrié&m

XTX,

a(Xy, X;) = arccos ———"—u—
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est maximal parmi toutes les autres paires de points de I'en- Soit A (2 x 2) la matrice de mélange

sembleX.
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Démonstration La démonstration se base sur deux observa-
tions :

1.

soit S la matrice de sources

I'effet du modele de mélange linéaire sur les données S = ( S R R SRR ) (2
source est une transformation géométrique dans I'espace 2 2 2
de représentation, alors la matrice des observations &st= AS

. une transformation géométrique d’un ensemble de don- x — ( rpor 1Sy oo ansy oo @ ) . (3)
nées a le méme effet que si on I'effectuait sur 'ensemble xy oo azesy - ansi - af

des données normalisées. Autrement dit, les vecteurs d@s matrices des sources normalisées et des mélanges norma-
I'ensembleX = AS etdelensembl&,.orm = ASnorm  lisés sont respectivement les matricgs, ., €t X orm.
ontla méme direction. Cette observation estillustrée dans

. . . 1
les figures 1 et 2 pour deux et trois sources respective- g _ ( Stnorm - 0 -+ 1 --- SZ""”” ) @
ment. Sonorm " 1 .- 0o - S2norm
[E— X _ ( minorm o a12 o a11 tee x?’rwrm )
— norm ——

o o o L2norm e a2 e az1 e mgnorm
N - ®
‘" Dans la matriceX,,,,m, lesi*™¢ et j*™¢ colonnes repré-

& o sentent les vecteurs colonnes de la matrice de mélange. Les

e e Y i vecteurs de mélange peuvent étre ainsi détérminés comnte éta
(@ (b) (c) les points extrémes de la matrigg, .. Ceux-ci représentent
la paire de point&X;,orm, Xjnorm) POUr lesquels I'angle entre

” eux défini pararccos ( X7 ... X jnorm) €St maximal parmi
toutes les autres paires de points de I'ensemiblg.,,,. En rem-

04 )

i X .
o placantX;,o,m €t Xinorm par —— et par—2—, la proposi-
’ (Bd| X1l

FiG. 1 — Premiére ligne : a) deux sources uniformes, b) deuQ
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s tion est démontrée.
) () ®

Cette proposition est généralisable ppusources avec les
ypothéses suivantes.

sources uniformes - chaque instamist normalisé, ¢) mélange
des deux sources aprés la normalisation de chaque instant
Deuxiéme ligne : d) deux sources uniformes, ) représentati 2.2 P sources

du mélange de deux sources uniformes, f) représentation du
mélange de deux sources apres la normalisation de chague i
tant du mélange.

FiG.

n Soit X € R™*" |a matrice des observations, a{i"**" =
WP xp gpxn Nous supposons que :

1. les sources, so, ..., s, sont distribuées aléatoirement et
81,82,...,8p > 0,

2. pour chaque source k,ekl, p], 3 au moins une réalisa-
tioni telle quesj, # 0 etVje[l,p], s% ; ., = 0 (lakme
source est active et les autres sont inactives).

Proposition 2 Les points extrémes de la matrice d’observa-
tions X représentent les vecteurs colonne de la matdaaul-
tipliés par un facteur d’echelle. lls peuvent étre retrosigémme
étant le p-uplet des pointX,eX pour lequel lasomme des
angles entre toutes paires de points définies sur le p-uptet e
maximale parmi tous les autres p-uplets de I'ensemble X.

Il est a noter que si les hypothéses sont vérifiées la nor-
malisation est suffisante et qu'il n’est nécessaire pas gse |
sources soient bornées. Les données sont projetées a chaque
2 — Premiere ligne : a) trois sources uniformes, b) troisnstant sur I'hypersphére de rayon unité, il suffit de recher

sources ou chaque instargst normalisé, c) mélange des trois rangle solide maximum du polyédre image de la matrice de
sources apres la normalisation de chaque instadeuxieme  mélange pour accéder aux vecteurs de mélange. En pratique,
ligne : d) trois sources uniformes, e) mélange de trois ®UIC |e fajt d’avoir des données dont les distributions sont Bem
uniformes, f) mélange de trois sources apres la normalisati avec une pdf non nulle prés des bornes augmente la probabi-
de chaque instant du mélange. lité que les hypothéses soient vérifiées. Dans [1], les asiteu



remarquent que le parallélogramme de la distribution des do JADE [6] et de plus, elles sont meilleures que celles des mé-
nées apparait clairement pour des distributions bornéessi  thodes de séparation par factorisation en matrices noatinég
timent les pentes du parallélogramme, en déduisent lageatri[7] [9], tableau 1. Les meilleures performances sont ok#enu
de mélange et I'inversent. si les sources sont exponentielles.

. Il est a noter que si on considére d’'une part I'espace des
3 Algorlthme sources défini par les vecteur-souregs= (1,0,0)7, vy =
(0,1,0), v3 = (0,0,1)T, et d’autre part une matrice de mé-
Si la matrice d’observation¥ est obtenue a partir d’'un mé- lange A qui est l'identité, alors en appliquant le mélange a 3
lange linéaire des sourcesd., I'algorithme se résume en 2 yecteurs dont le vecteur, et le vecteury = (0,1,1)T par
étapes: exemple, I'hypothése 2 menant a la proposition 2, sousesect
2.2 n'est pas vérifiée, 'angle entre;(v) est maximal mais
la somme des anglés;, v) + (v,v2) n'est pas maximale. La
somme maximale est celle entre les anglgsvs) + (v2, v3) +

Algorithm 1 Pseudocode de I'algorithme PExSASparation
Aveugle deSources par la recherche desintsExtréemes)

1. Projection des observatiori§ sur la sphére unité : (vs,v1).
;= Xi (6)
[l 4.2 Quatre sources

Suite a cette normalisation tous les points se trouventesur | Ep augmentant le nombre de sources, les performances de

cercle unité ou dans une région sur la surface de la spheraigoritme proposé se dégradent, tableau 2. Pourtanhdjies

(ou hypersphere) uniteé, comme illustré dans la Fig.2(frpousources sont des distributions exponentielles, ses peafures

3 sources. restent dans des limites acceptables par rapport aux tigees
utilisés pour la comparaison. Ceci est di au fait que si les di

2. Sur la surface de la sphére (ou hypersphére) unité, afibutions exponentielles favorisent les hypothéses dlgd-

cherche lg-upletqui maximise la fonction : rithme.
> {z;
arccos(z; ;) @) _ )
i j=Lipiidt] 4.3 Influence du niveau du bruit

Ces points représentent les extrémités de la distributisn d ~ L'influence du niveau de bruit sur les performances de I'al-
points sur la sphére unité et constituent les vecteurs nelon gorithme proposé a été étudié en superposant un bruit a la ma-
de la matrice de mélange. trice d’'observations{. Les résultats sont présentés dans la fi-
gure 3. Sile RSB est trés grand, les performances de séparati
de I'algorithme PExXSAS mesurées par I'erreur d’Amari sont
supérieures a celles des autres algorithmes pour des s@xce
ponentielles. Par contre, I'algorithme proposé est trasibte

, . - . u bruit, au-dela de 40 dB les résultats se dégradent, caitui f
L'algorithme a été testé avec des sources dont les fdps sont :, . . : NSRS .
. . U’'une méthode de réduction de bruit doit précéder la sépara
a) gaussienne, b) Gamma, c¢) uniforme, d) Beta, e) expone

. . . . ion dans le cas des observations noyées dans du bruit.
tielle, f) un mélange de deux gaussiennes, g) un mélange
trois gaussiennes.

4 Evaluation et Comparaison

e

Dans [1] et [2], les auteurs considérent des sources dont la
pdf est uniforme, et relient le taux de diaphonie résidualle
I'erreur sur comise sur le calcul des pentes du coéne. Une mé-
thode qui utilise le maximum de vraisemblance d’une diatrib
(Z:;?_l |bs;] 1) . tion de points le long des génératrices du cone doit perenettr

L'erreur d’Amari [8] a été utilisée comme critere de perfor-
mance, elle est définie par I'équation (8).

de s’affranchir du bruit de maniére plus robuste.

1
44, W) = 2p(p—1) Z

im1 max; |b1J |

1 - ?:1 |bij| ; H

2 1) ; <mawi|bij| 1) (8) 4.4 Discussion
Chaque vecteur de mélange est estimé par une recherche ex-

oub;; = (AWigl) et W est la matrice de mélange estimée.haustive parmi les points qui maximisent le critére (7). ke-p

Lindice vaut zéro si I'estimation est parfaite. mier vecteur de mélange correspond au point dont I'angle so-

lide est le plus important par rapport a un point choisi aliéat

ment; le deuxiéme correspond au point dont I'angle solide es

le plus grand par rapport au premier et ainsi de suite. Le co(t

de la méthode augmente @ = ﬂ’;—_ll oup est le nombre de

Les sources ont été tirées aléatoirement a partir de treis disources.
tributions (dont les notations a, b, c, d, e, f, g, sont cali&fs
nies ci-dessus). Les performances de l'algorithme propesé La précision de la méthode ne dépend pas du nombre d'échan-

tent comparables avec celles des algorithmes FastICA [5] étlons si les sources satisfont I'hypothése 2, sous-se@i2.

4.1 Trois sources



Fdpsources| FastiCA| JADE | NMF ALS | NMF (Lee-Seung)| PEXSAS
1 c+c+c 0.1159 | 0.0357| 0.1666 0.4303 0.0675
2 c+d+e 0.1538 | 0.0960| 0.1256 0.2319 0.0454
3 d+e+f 0.1327 | 0.0855| 0.2128 0.4402 0.1247
4 e+e+e 0.1612 | 0.0824| 0.0853 0.2154 0.0298

TaB. 1 — Erreur d’Amari pour 3 sources et 1 000 données pouRSii

50 dB. Lesfdp des sources sont indiquées dans la

deuxiéme colonne. Les résultats représentent la moyenh@essais. Les distributions sont borng@sc ). Les meilleurs taux

de séparation sont mis en évidence.

Fdpsources| FastiCA| JADE | NMF ALS | NMF (Lee-Seung)| PEXSAS
1] c+ctc+c 0.0257 | 0.0168| 0.5216 0.6976 0.6538
2 | et+et+e+e | 0.2443 | 0.0400| 0.3607 0.6493 0.0779
3| c+d+e+f | 0.0518 | 0.0523| 0.4855 0.6660 0.6266

TAB. 2 — Erreur d’Amari pour quatre sources et 10 000 donnéesldaas d'unkS B = 50 dB. Lesfdpdes sources sont indiquées
dans la deuxiéme colonne du tableau. Les résultats repe@sésm moyenne de 100 essais. Les distributions sont befdée).
Les meilleurs taux de séparation sont mis en évidence daakléau.
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