Approximation de I’axe médian pour les objets discrets avec prise en
compte de la courbure
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Résumé — Dans cet article, nous considérons le probléme d’approximation de I’axe médian 2 partir d’un objet discret (image ou volume). Nous
proposons une méthode d’approximation de 1’axe médian basée sur des diagrammes de Voronoi contraints qui s’adapte a la forme d’un objet.
Les diagrammes résultants sont filtrés pour capturer la topologie de I’axe médian. La méthode est testée sur des données synthétiques et sur des
données réelles. Les résultats montrent que notre méthode est robuste aux conditions typiques de niveau de bruit dans les données discretes.

Abstract — In this paper, we consider the medial axis approximation from a discrete object (image or volume). The proposed approach is based
on the shape boundary subsampling via a clustering approach which generates a Voronoi Diagram well suited for Medial Axis extraction. The
resulting Voronoi Diagram is further filtered so as to capture the correct topology of the medial axis. The method is tested on various synthetic
and real images. The resulting medial axis is robust with respect to typical noise in the discrete data.

1 Introduction

Depuis les quarante dernieres années, 1’axe médian a été un
sujet de recherche constant et a été proposé en reconnaissances
de formes, en reconstruction de surfaces, dans le controle des
animations, pour la génération de maillages et dans de nom-
breuses autres applications [2, 4, 6]. L’axe médian d’une forme
fournit une représentation compacte de ses caractéristiques
géométrique et topologique. Une définition concise de 1’axe
médian (ou squelette d’'une forme) dans le cas continu a été
donné par Blum [1], celle-ci postule 1’analogie bien connue de
la “prairie en feu” (i.e “grassfire analogy”, figure 1 (a)). Dans la
figure 1 (b), du bruit est ajouté a la forme originale et son axe
médian est calculé. Nous pouvons voir que 1’axe médian est
tres sensible aux bruits. En effet, des petites perturbations sur
la frontiere introduisent des “pics” dans I’axe médian. L’axe
médian peut aussi étre défini comme ’ensemble des centres
des cercles maximaux passant par la frontiere de la forme.
Les définitions données ci-dessus sont formulées dans I’espace
continu. Cependant, la plus part des applications nécessitent
I’approximation de 1’axe médian de données discretes, tel que
celles acquises avec des scanners médicaux. Dans le cas dis-
cret, les définitions sont analogues au cas continu.

Dans la figure 1 (d), nous calculons I’axe médian discret de
la forme (c) ot 1’on a ajouté du bruit sur la frontiere de la forme.
Notre approche d’extraction de I’axe médian discret est robuste
au bruit et la topologie de 1’axe médian est exacte.
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FIG. 1 — Représentation de I’analogie bien connue de la “prai-
rie en feu” (i.e “grassfire analogy”) pour I’extraction de 1’axe
médian (a). Calcul de I’axe médian de la frontiere bruitée d,
d’une forme dans le cas continu (b). Pour notre approche, 1’ex-
traction de 1’axe médian est robuste au bruit (d) pour I’'image
bruitée définie en (c).



2 Etat de ’art

Dans ce paragraphe, nous donnons un bref état de 1’art des
différentes approches d’extraction de I’axe médian continu et
discret. Cet état de I’art est loin d’étre complet en raison du
grand nombre de méthodes publiés. Les approches peuvent €tre
organisées en trois classes :

— fonction de distance,

— érosion morphologique,

— approche de type Voronoi.

Fonction de distance

Le lieu des points de I’axe médiant coincide avec les singu-
larités de la fonction de distance a la frontiere. Une fonction de
distance, ou champ de distance D, est définie a une forme o par
la plus petite distance entre un point de la frontiere de la forme
et le point x :

D(x) = min_(d(x,y)) (M
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ou d est une mesure de distance. Les maxima locaux de cette
fonction de distance, ou les discontinuités correspondantes de
ses dérivées, sont alors détectés. Ils (elles) indiquent un point
de I’axe médian. Dans [2], Coeurjolly et al. presentent un al-
gorithme optimal pour le calcul de I’axe médian discret. Cette
transformation consiste a étiqueter tous les points de I’ objet par
la distance minimale au bord.

Erosion morphologique

L’érosion morphologique est basée sur le principe de la
“prairie en feu” et opere par 1’érosion des points a partir de la
frontiere de I’ objet, jusqu’a I’obtention d’une ligne de points ou
I’érosion n’est plus possible. Les algorithmes d’érosion operent
dans I’espace discret. Ils sont utilisés sur les données pixel-
liques et voxelliques en reconnaissance des formes et en ana-
lyse d’images.

Approche de type Voronoi

Les diagrammes de Voronoi (DV) peuvent étre définis comme
n cellules distinctes (ou regions) C; tels que :

Ci={weQldwz) <d(wz)j=12,..nj#i} (2

ou d est une mesure de distance.

L’axe médian est représenté comme un sous-ensemble de la
frontiere des cellules de Voronoi qui sont définis a partir de la
frontiere d,. Les éléments de I’axe médian sont les ensembles
de points équidistant a, au moins, deux points de la frontiére.
Leur union représente une symmétrie locale de la forme. Il a
été montré (pour le cas bi-dimensionnel dans [4] et pour le
cas tri-dimensionnel dans [6]) que sous certaines conditions
d’échantillonnage et lorsque la distribution de cellules aug-
mente, les sommets du diagramme de Voronoi d’un ensemble
de points frontieres converge vers 1’axe médian. Dans le

cas continu, I’approximation de 1’axe médian a partir de
diagrammes de Voronoi a été réalisé [6]. Le Diagramme de Vo-
ronof est déduit de la triangulation de Delaunay et un filtage est
appliqué sur le DV pour approximer 1’axe médian. Dey et Zhao
[6] calculent un sous-ensemble d’arétes et de facettes de Vo-
ronof localisé a I’intérieur de la surface de I’objet. Ils réalisent
un filtrage des sommets de Voronoi et de leurs éléments in-
cidents avec un critere basé sur 1’aspect et I’angle des éléments.

Dans le cadre de I’analyse d’image médicale, les données
réelles venant de scanner tomographique ou d’imagerie par
résonnance magnétique représentent un grand flux de donné
et peuvent étre bruité. Le calcul de ’axe médian nécéssite
alors beaucoup de temps de calcul et sa représentation est sou-
vent dense a cause du bruit présent dans les données. Il y a
deux challenges pour calculer un axe médian avec ce type de
donnée :

— L’axe médian est hautement instable aux petits détails dans

la forme.

— Seulement une approximation discrete de 1’axe médian est

connue et I’échantillonage est dépendant de la distribution
des points d’entrée.

3 Notre approche

La figure 2 résume notre approche. Elle est consituée de
trois étapes. Nous calculons, dans un premier temps, une carte
de distance euclidienne discrete g (b) a partir de la frontiere
de la forme (a). Nous calculons ensuite la matrice hessienne
H(g), ses valeurs propres et ses vecteurs propres associés. (¢)
illustre le vecteur propre principal de H(g). La courbure (equa-
tion (6)) est utilisée pour générer une fonction de densité p
(d). La seconde étape consiste a construire un diagramme de
Voronoi Centroidal Contraint (e) par une approche variation-
nelle en utilisant la fonction de densité p (d). Dans une derniere
étape nous filtrons les éléments des cellules frontieres de ce dia-
gramme afin d’obtenir une approximation cohérente de I’axe
médian (f).

3.1 Définitions

Nous pouvons noter que notre domaine d’étude Q peut
s’écrire par 1’union des objets O; :

Q=U;0; 3)

Une frontiere entre deux objets 801.’/. est constituée de 1’en-

semble des pixels de I’objet O; voisins de I’objet O;. Nous
définissons les frontieres du domaine par dp :

(90 = ag U [Ui,j 801..].] 4)

ol dg représente la frontiere du domaine.



FIG. 2 — (a) Image Originale. (b) Carte de distance euclidienne
discrete g construite a partir de la frontiere de la forme . (c)
Direction du vecteur principal de H(g). La courbure (equa-
tion (6)) est utilisée pour générer une fonction de densité p
(d). Nous construisons un diagramme de Voronoi Centroidal
contraint (e) en utilisant la carte de densité (d) lequel est fina-
lement filtré. Une approximation de I’axe médian est obtenue

(.

3.2 Carte de densité pour une meilleur approxi-
mation de I’axe médian

Au voisinage des régions de forte courbure, il est préférable
d’avoir une densité de cellule de Voronoi plus importante, au
contraire, dans celles qui sont plates, il est préférable d’avoir
une densité plus faible. Cette adaptation locale de la densité
permet d’obtenir une meilleur approximation de I’axe médian.
Nous proposons d’initialiser notre partionnement en utilisant
une carte de courbure. Nous utilisons la matrice hessienne (H)
pour décrire la courbure locale en chaque point (x) de I’image.

H(g) = (gxx gxy) 5)

8yx  8yy
ol la fonction g est la distance euclidienne. La carte de dis-

tance euclidienne M, est obtenue a I’aide de 1’algorithme pro-
posé dans [5]. Cet algorithme permet le calcul de distances
exactes en considérant le carré de la distance euclidienne. Il
détermine ainsi le chemin le plus court pour atteindre un point
extérieur a I’objet. Ensuite, il calcule la longueur euclidienne de
ce chemin. Les courbures principales locales A 11 et 7Lj2 (resp. les
directions principales) sont les valeurs propres (resp. les vec-
teurs propres) de H. Le vecteur propre principal v} définit la
tangente au pixel p; de g. Nous définissons un indicateur de
courbure c¢; par I’équation (6).

cj=y/A2 427 6)

Nous définissons le poids p;, associé a chaque pixel j ainsi :
sicj;éOalorspj:cjzsinonpj:ﬁ @)
Dans nos expérimentations, § = 0.005. Notre motivation
dans la définition de cette carte de courbure est la recherche
d’un bon positionnement des cellules de Voronoi et ainsi d’une

localisation efficace de I’axe médian.

Grace a cette méthode, nous pouvons répartir N sites de Vo-
ronoi avec une densité choisie p (x) sur d,. Oi chaque frontiere
entre les cellules du DV contribue potentiellement a 1’axe

médian. Un filtrage décidera de cette contribution (voir section
3.4).

3.3 Diagramme de Voronoi Centroidal Contraint

La seconde étape est I’obtention d’un Diagramme de Vo-
ronoi Centroidal Contraint (DVCC) par un algorithme de parti-
tionnement. Nous définissons un ensemble B; pour chaque cel-
lule de Voronoi par :

B; = C,'ﬁao 8)

Chaque site de Voronoi z; est positionné au barycentre des
éléments frontieres de sa cellule :

Y pivi
B;

== 9)
Y.p;
B;
Les DVCCs minimisent le terme d’énergie suivant :
n
Ev=Y (Y [ p@lx—zl’dx (10)
i=1 p_,'EC,' pj

ol x est un point de 1’espace, p(x) la fonction de densité
associée et C; est une cellule de Voronoi.

Notre approche est basée sur le partitionnement (“cluste-
ring”’) d’une image dans un cadre variationnel. Elle permet de
regrouper des pixels en K cellules par minimisation de 1’en-
semble des variances intra-cellules Ey. Minimiser Ey maxi-
mise la compacité des cellules [7]. La frontiere de la forme est
utilisée pour le partionnement initial. Nous définissons I’image
par les pixels étiquetés par leur appartenance a la frontiere.
A chaque cellule C; est associée un site z;. Afin d’assurer
la conformité du diagramme, nous imposons qu’une cellule
possede au moins un pixel frontiere.



3.4 Méthode de Filtrage

Notre but est de supprimer les arétes du graphe de Vo-
ronoi qui n’appartiennent pas a 1’axe médian. Deux criteres
peuvent étre utilisés pour approximer 1I’axe médian avec un
sous-ensemble d’arétes et de facettes de Voronoi. Le lecteur
pourra se reporter a [3] pour plus de détails. Le premier critere
permet de tester 1’appartenance d’une frontiere du DV a I’axe
médian par la condition suivante. Si une frontiere entre deux
cellules de Voronoi intersecte une frontiere entre deux objets
(801.‘1.) alors cette frontiere ne contribue pas a I’axe médian. Le
second critere est basé sur le calcul d’un angle. Une fronticre
du DV est éliminée si 1’angle entre la direction principale
d’une région voisine V; et la direction normale a la frontiere
est inférieure a un seuil o. Dans nos expériences, oo = 0.8

(a)

(d) (e) ()

F1G. 3 — Comparaison de notre approche avec 1’approche
RDMA [2] : Formes initiales sans bruit (a) et avec bruit (d);
RDMA (b) et (e) ; notre approche (c) et (f) est clairement plus
robuste.

4 Résultats

La Figure 3 montre des résultats comparatifs entre notre ap-
proche et 1’approche RDMA [2]. (a) et (d) sont des coupes
IRM segmentées d’un coeur humain sans bruit et avec bruit
sur la frontiere de 1’objet. (b) et (e) sont les résultats obtenus
avec RDMA. (¢) et (f) avec notre approche. Nous pouvons voir
clairement que dans notre approche, I’axe médian est toujours
continu et connexe. La Figure 4 illustre le résultat généré par
notre approche sur le logo "GRETSI”.

5 Conclusions

Nous avons présenté une approche qui estime 1’axe médian
pour des images ou des volumes. Elle est basée sur le
calcul d’'un diagramme de Voronoi pour un ensemble de

F1G. 4 — Approximation de 1’axe médian du logo GRETSI.

points distribués selon la courbure de 1’objet. Les résultats
expérimentaux montrent que notre approche est robuste au
bruit.
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