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Résumé — Les algorithmes explicite-implicite et de Douglas-Rachford appartiennent 2 la classe des algorithmes itératifs d’optimisation convexe
qui ont démontré leur efficacité dans la résolution de problemes inverses de grande taille. Nous avons récemment proposé€ une imbrication de
ces méthodes permettant d’étendre leur contexte d’application a la minimisation, sous contrainte d’appartenance a un convexe, d’une fonc-
tionnelle composée d’une somme d’un terme différentiable et d’un terme non lisse. Nous proposons dans cet article d’étendre cette classe
d’algorithmes imbriqués a la minimisation d’une fonctionnelle constituée d’une somme de trois fonctions convexes dont une est différentiable,
de gradient Lipschitz. Nous mettons en évidence I’intérét de ce type de minimisation sur un exemple de restauration d’image nécessitant une
double régularisation: une régularisation dans un domaine transformé (utilisation d’une représentation en ondelettes) et une régularisation dans
le domaine image (favorisant la parcimonie spatiale).

Abstract — Forward-Backward and Douglas-Rachford algorithms belong to the class of convex optimization iterative algorithms that demon-
strated their efficiency for solving large-size inverse problems. We have recently proposed nested algorithms based on these methods allowing to
extend their application context to the constrained minimization of a criterion constituted by the sum of a differentiable term and a non-smooth
term. In this paper, we propose to generalize this class of nested algorithms to the minimization of a functional which corresponds to a sum of
three convex functions where one is differentiable with a Lipschitz continuous gradient. The interest of this minimization is demonstrated on an
image restoration example which requires a twofold regularization: one is performed in the transform domain (wavelet-frame representations are
used) whereas the other one is performed in the image domain (in order to promote spatial sparsity).

1 Introduction un point z € H est noté prox yz et correspond a I'unique mini-
miseur de f + 3| — .||2. Cet opérateur généralise la notion de

A_ﬁn de restaurer des données dégradées, des approches va-  projection sur un convexe C' fermé non vide (notée Pc) ; en ef-
riationnelles peuvent étre mises en ceuvre. Elles sont fondées  fe¢ prox, . = Po ot o est la fonction indicatrice du convexe
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sur la minimisation d’un critere non nécessairement différen- ¢ (, (x)C: 0siz € C et +00 sinon). Dans [2], les auteurs
tiable permettant d’inclure un terme de fidélité aux données,  présentent des formes explicites de cet opérateur proximal pour
auquel s’ajoute un (ou plusieurs) terme(s) de régularisation (in-  Jes potentiels de nombreuses lois de probabilité log-concaves.
dicatrice d’ensemble de contrainte convexe, norme ¢, varia- Plus récemment, dans [9, 10], la classe des problemes d’opti-
tion .totale, cs)- Dan.s le cas ou le terme de régularisation est  misation étudiés a été élargie a la minimisation d’une somme
considéré comme unique, des études visant a accroitre la qua-  ge plus de deux fonctions. Par exemple, 'ajout de I’indica-
lité de reconstruction ont porté sur I'intégration de représen-  (rice d’un convexe a permis dans [9] de considérer une classe
tations parcimonieuses dans des algorithmes de type Expecta-  y55e7 générale de bruit de dégradation. La résolution de ce

tion Maximization [6], puis dans des algorithmes tels que celui type de probléme de minimisation plus complexe passe par
de Landweber seuillé [5]. Dans [4], les auteurs ont généralisé I’'imbrication de différents algorithmes (explicite-implicite [4],
cette approche pour différentes fonctions de régularisation en Douglas-Rachford [3], Dykstra [12]). Les preuves de conver-
utilisant la notion d’opérateur proximal. Cet opérateur a €€ gence de ces algorithmes imbriqués et les conditions d’initiali-
initialement introduit par Moreau dans [7]. Il est défini pour  gation permettant d’améliorer leurs performances (en terme de
une fonction f de I'g(H) ol H est un espace de Hilbert réel  yjtese de convergence) ont été données dans [9]. Dans ces al-
séparable et I'g(F) correspond a la classe des fonctions conve- gorithmes composés, deux conditions sont nécessaires : 1’une
xes propres semi-continues inférieurement sur 7 prenant leurs  geg trois fonctions doit étre I'indicatrice d’un convexe fermé
valeurs dans |00, +-0c]. L’opérateur proximal associ€ & f en  0n vide C' et une autre doit étre de gradient [-Lipschitz. Par
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régularisation hybride composée d’un terme de variation totale
et d’une norme /; et, plus généralement dans [10], a la minimi-
sation d’une somme finie de fonctions de I'g(?). Une condi-
tion restrictive sur I’emploi de cette méthode est cependant de
pouvoir calculer I’opérateur proximal de chacune de ces fonc-
tions.

Comme il est parfois plus pertinent de calculer le gradient
d’une fonction plutdt que son opérateur proximal (inversion
d’opérateurs linéaires de grande taille, opérateur proximal non
explicite,. ..), 'idée de cet article consiste a étendre la classe
des algorithmes imbriqués que nous avons proposé dans [9],
afin de minimiser la somme de trois fonctions sans que 1’'une
d’entre elle soit nécessairement 1’indicatrice d’un convexe. Cet
article a ainsi pour objectif de développer un algorithme adapté
a la minimisation de

min g(x) + f(x) + h(x) (1)
zeH
ou g, fet h sont des fonctions de I'g(7) et g est une fonction
de gradient $-Lipschitz avec § €]0, +o0|.

2 Probléeme de minimisation

Parmi les algorithmes existant pour minimiser une fonction
objectif non-différentiable composée d’une somme de trois fonc-
tions de I'g(7) dont I’'une d’entre elles est de gradient 3-Lip-
schitz, on peut citer I’algorithme explicite-implicite (ou for-
ward-backward) [4]. Cet algorithme, robuste aux erreurs numé-
riques, construit une suite (), >1 par les itérations : (Yn € N)

Tyl = Tn + A (prox%(erh)(gcn — 1 Vg(2n)) + an — CCn)

ol 7y, > 0 est le pas de I’algorithme, \,, > 0 est le parametre
de relaxation et a,, représente une erreur tolérée dans le cal-
cul de ’opérateur proximal. De plus, (z,,),en converge faible-
ment vers une solution du probleme (1) sous les hypotheses
suivantes :

Hypothese 2.1

(i) 0 <infhenvyn < SUP,en Yn < 261
(i) (VneN) A, €]0,1] etinf,en A, >0

(i) 3272 llan| < +oo.

Dans cet algorithme, la principale difficulté réside dans le
calcul de prox, (¢,p). Dans le cas ou h est la fonction indica-
trice d’un convexe, des propriétés liées au calcul de prox, . ¢
ont été énoncées dans [3, 9]. Il est démontré dans [3] que si
prox; € C, prox, . ; = prox;. De plus, si I’espace de Hil-
bert considéré est H = R, alors prox, , ; = Pcoprox;. Cette
propriété s’étend au cas ou f et C sont séparables [9].

Si maintenant ces hypotheses ne sont pas vérifiées, le calcul
de cet opérateur peut étre effectué par deux approches : soit en
considérant la définition de 1’opérateur proximal et, par consé-
quent, en résolvant un nouveau probléme de minimisation con-
vexe; soit en utilisant 1’algorithme de Dykstra proposé dans
[12] permettant de calculer I’opérateur proximal d’une somme

de deux fonctions. Concernant la premiere solution, dans [9],
I’opérateur proximal est calculé en utilisant 1’algorithme de
Douglas-Rachford [3]. Cependant, I’algorithme proposé dans
la seconde approche possede le principal avantage d’avoir des
hypotheéses moins fortes sur les conditions de qualification des
fonctions. Dans le probleme de minimisation que nous considé-
rons ici, nous cherchons a généraliser ce calcul d’opérateur
proximal au cas ou h n’est pas nécessairement égale a ¢c.

Optons dans un premier temps pour I’algorithme de Douglas-
Rachford et revenons a la definition de 1’opérateur proximal :
(Vz € H)

1 )
PLOX, (f4+n)T = aTg L Sy =2l + 1 f(y) +mh(y)-

L’algorithme de Douglas-Rachford permet de minimiser une
somme de deux fonctions de I'g(7), que nous noterons g; et
g2 et donc différentes combinaisons sont envisageables afin de
résoudre le probleme de minimisation énnoncé précédemment :

@ g1 =3l —z[P+wmf et g=mh

@ g1 =vh et go=13l. -2+ S

@
=2
[

o=zl +vmh et g =,f

@ gi=vf et go= gl — [’ +mh
L’algorithme de Douglas-Rachford (DR) construit les itéra-
tions suivantes : (Vm € N)

(Zm-i-% ’ Zm+1) = DRQ] ,92 (Zm)

PN {Zm,-i-; = proxﬂgg (Zm)

Zm41 = Zm + Tm (prOXﬂgl (sz+% — Zm) — Zm-‘r%)’

ol ¥ > 0 et (7 )men est une suite de réels positifs.

Hypothese 2.2
(i) dom gy Nint dom go # &
(i) (Vm € N), ,,, €]0,2]

(iii) go est une fonction fortement convexe.

Sous les hypotheses 2.2, la suite (z,, +%)m>1 converge forte-
ment vers le minimiseur de prox., (¢, ). Par conséquent dans
les choix précédemment considérés, seuls @ et @ assurent la
convergence forte de 1”algorithme Douglas-Rachford nécessitant
que g5 soit une fonction de I'y(7) fortement convexe. L’ opéra-
teur proximal associé a g, en @ est
.+ Uz ) 2
1+

Considérons a présent le calcul de I’opérateur proximal de
f + h en utilisant I’algorithme de Dykstra : les conditions a
satisfaire pour obtenir la convergence forte vers prox, (sip)
sont la connaissance des opérateurs proximaux de f et h (éga-
lement nécessaires a 1’utilisation de 1’algorithme de Douglas-
Rachford). L’algorithme est le suivant : soit rg € H et py =

proxy,, = proqusmf(



go = 0, les suites (ry;)m>1 €t (Sm)m>1 sont générées par les
itérations suivantes : (Vm € N)

(Sm7 Pm+1,Tm+1, Qm-‘rl) = D"/nf,’ynh(rmvpmy Qm)

Sm = prox., ¢(rm + Pm)
PN Pm+1 = Tm + Pm — Sm

m+1 = Prox, h(sm + Qm)

dm+1 = Sm + qm — T"m+1-

Les suites (7', )men et (Sm)men ainsi générées convergent for-
tement vers la solution de prox., (s (r0) [12, Theorem 3.3].

2.1 Algorithme proposé

La forme des algorithmes finaux, une fois 1’imbrication ef-
fectuée sont donnée ci-apres. Deux algorithmes imbriqués sont
alors envisageables : 1’algorithme de Douglas-Rachford intégré
dans les itérations de 1’algorithme explicite-implicite :

Algorithme 2.1

(i) Choisirzg € Hetn = 0.

(ii) Choisir \,, €]0,1], v, €]0,287 et > 0.

(iii) Poser d,, = x,, — v Vg(zn).

@iv) Pourm =0,..., M,
a) Choisir 7,, €]0,2] et 2,0 € H
b) (zn,m+%,znm+1) =DRy, g,(Zn,m,dn)
c) Si Znmtl = Znm-—1s aller en (v).

(v) Faire 2,11 = 2, + Ay (zn}m+% — ).

(vi) Incrémenter n (n < n + 1) et aller en (ii).

ou celui de Dykstra intégré dans les itérations de 1’algo-
rithme explicite-implicite :

Algorithme 2.2
(i) Choisirzg € Hetn = 0.
(ii) Choisir A\, €]0,1] et v, €]0,2571].
(iii) Poser 1y 0 = T, — Y0 Vg(Zn).
(iv) Poser p,, 0 = gn,0 = 0.
v) Pourm=20,...,M,
a) (Sn,mapn,m+1a Tn,m+1; Qn7m+1) =
D’Ynﬁ"/nh(rn,ma DPn,m> QH,m)
b) SiT,my1 = Tn,m, alleren (vi).
(vi) Faire 11 =z, + Ay, (Tn,m+1 — :cn)
(vii) Incrémenter n (n «— n + 1) et aller en (ii).

Proposition 3 Sous les hypotheses 2.1 et 2.2 pour I’Algorithme
2.1 (resp. sous les hypotheses 2.1 pour I’Algorithme 2.2), il
existe une suite d’entiers positifs (M, )ncn telle que, si (Vn €
N) M,, > M,, alors, (x,)nen converge faiblement vers une
solution du probleme (1).

Une idée de 1a démonstration de convergence des algorithmes
2.1 et 2.2 peut étre trouvée dans [9]. Celle-ci est essentiellement
basée sur la convergence forte de 1’algorithme de Dykstra ou de
Douglas-Rachford.

4 Résultats

Pour illustrer 1’intérét de ces algorithmes, nous effectuons la
restauration d’une image (figure 1(a)) composée d’une planete
et d’un fond étoilée. Elle est dégradée par un opérateur de convo-
lution A (ici un flou uniforme de taille 3 x 3) et un bruit de
Poisson de parametre d’échelle 0.05. Cette image dégradée (fi-
gure 1(b)) est notée z € G avec G = RN ou N représente la
taille de I'image. La fonctionnelle & minimiser associée a notre
probléme est la suivante : (Va € H)

Dxr(AF*z,z) + f(z) + KZZ(F*l‘)(i) +ic(F*x). (3)
€S

Dans cet exemple, g = Dk, représente la divergence de Kull-
back-Leibler souvent utilisée dans le contexte d’une dégradation
poissonienne et F* : H — G est un opérateur linéaire de
syntheése de trame avec H = RE et K > N, ce qui conduit
Ax = (.’I}(k’))lg k<k. Une version de la représentation en arbre
dual [14] conduisant a une trame ajustée (F™* o F' = v Id avec
v = 2) est utilisée associée a des filtres symlets de longueur 6.
La fonction f correspond & une régularisation dans le domaine
transformé H telle que f(z) = Y1, xu|z®| 4 wi|a®)|pr
oll xp > 0, wr > Oetpr € {4/3,3/2,2} sont adaptés par
sous-bandes. Enfin, h = kY, g(F*)® + 1o o F* introduit
d’une part, un terme favorisant la parcimonie dans le domaine
spatial, sur une zone S C G et d’autre part, une contrainte dure
sur I’appartenance a un convexe C' C G. Dans notre exemple,
en accord avec la dynamique de 1’image, on a choisi : C' =
[0,255]". Le support S correspond ici a la zone entourant la
planete représentée figure 1(c). Nous utilisons la méthode d’ex-
tension quadratique proposée dans [9] pour gérer le caractere
non (-Lipschitz différentiable de la divergence de Kullback-
Leibler.

L’image reconstruite dans le cas ou £ = 0.08 est représentée
figure 1(d). Pour mettre en évidence I’intérét de la fonction h
proposée en (3), nous examinons a I’aide d’un zoom sur une
zone de I'image, les effets des trois types de restauration. La
figure 2(b) correspond au cas ou I’image est restaurée avec kK =
0 (régularisation uniquement dans le domaine transformé H).
Puis, la figure 2(c) illustre I’effet de cette méme régularisation
lorsqu’on 1’applique seulement sur la zone centrale. Enfin la
figure 2(d) correspond au zoom de la figure 1(d) (régularisation
des éléments de la zone centrale dans le domaine transformé et
régularisation dans G pour les éléments appartenants a S). Pour
les différentes approches, il n’y a pas de différence significative
en ce qui concerne la restauration de la partie centrale mais on
peut constater que le choix de i préconisé permet une bonne
détection des étoiles sur I’arriere plan.

Sur la figure 3, nous présentons les courbes de convergence
sur les itérées des algorithmes 2.1 et 2.2 en fonction du temps
CPU (en secondes). Il en ressort que les itérations imbriquées
de I’algorithme de Dykstra semblent converger au moins aussi
rapidement voire légerement plus rapidement, que les itérations
de celui de Douglas-Rachford, sans avoir de parametres supplé-
mentaires a ajuster comme 7, et 9.



(a) Image originale (b) Image dégradée

(c) Support S (zone noire) (d) Image restaurée

FI1G. 1 — Résultats de restauration sur une image d’astronomie.

Zoom de I’image originale

F1G. 2 — Comparaison visuelle pour différentes régularisations
(zooms).
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