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eboutros�tamu.edu, randriam�enst.frRésumé � Dans le 
adre des transmissions à antennes multiples, nous étudions le pré
odage linéaire unitaire ayant un déter-minant non nul et véri�ant les 
onditions du génie pour le dé
odage probabiliste itératif. Nous proposons la 
onstru
tion d'unnouveau 
ode spatio-temporel 
ombinant le 
ritère du rang et les 
onditions du génie. Le résultat de l'étude est une famille de
odes 
onstruite sur Z[i] et faisant appel à des triplets de Pythagore. Dans 
ette famille, le 
ode asso
ié à l'algèbre de quaternions
“

i,5
Q(i)

” est dit 
ode d'Aladin-Pythagore.Abstra
t � We study linear unitary pre
oding for multiple antenna transmissions. Our aim is to �nd a new pre
oder satisfyingboth the genie 
onditions and the non-vanishing determinant 
riterion. Su
h a pre
oder will be optimal under maximum likelihoodand iterative probabilisti
 de
oding. By 
ombining the rank 
riterion and the genie 
onditions, we propose a new family of spa
e-time 
odes over Z[i] de�ned by Pythagorean triples. The spa
e-time 
ode involving the quaternion algebra “

i,5
Q(i)

” is referred toas the Aladdin-Pythagoras 
ode.1 Le pré
odage spatio-temporelLes 
onstru
tions algébriques de 
odes en blo
s spatio-temporels [1℄[2℄ pour les 
anaux numériques à antennesmultiples (MIMO) sont généralement basées sur un 
ritèreétabli après analyse de la probabilité d'erreur par paireave
 un dé
odage à maximum de vraisemblan
e (MV). Ce
ritère de 
on
eption, 
onnu sous le nom de 
ritère du rangou 
ritère du déterminant, publié à l'origine par [3℄ et [4℄ne tient pas 
ompte de la présen
e de 
odes 
orre
teursd'erreurs puissants utilisant le dé
odage itératif probabi-liste [5℄. De manière peu habituelle, 
ertains 
odes spatio-temporels 
onstruits à l'aide d'un pré
odage linéaire uni-taire ont été proposés pour le dé
odage itératif [6℄[7℄ enimposant deux 
ontraintes dites 
ontraintes du génie. Ledéterminant minimal de 
es 
odes n'a jamais été étudié. Ilétait très di�
ile de mettre ensemble les 
ontraintes MVet 
elles du dé
odage itératif.Dans 
e travail, nous dé
rivons un nouveau 
ode spatio-temporel véri�ant les 
ontraintes doubles du dé
odage MVet itératif. L'étude se limite au pré
odage linéaire unitairepour les 
anaux MIMO 2× 2 non séle
tif en fréquen
e [2℄(voir la se
tion 5.5 de 
ette référen
e pour une liste dé-taillée de pré
odeurs unitaires 
onnus dans la litérature).Le temps de 
ohéren
e du 
anal est supposé être supérieurou égal à 2. La matri
e des 
o�
ients du 
anal est par-

faitement 
onnue par le ré
epteur. En�n, nous supposonsque l'émetteur ne 
onnaît pas les 
oe�
ients du 
anal etne dispose pas d'un 
anal de retour le liant au ré
epteur.Le mot de 
ode de longueur N pour un 
anal MIMO n×ns'é
rit sous la forme matri
ielle
C =







c1
1 c1

2 . . . c1
N... ... ...

cn
1 cn

2 . . . cn
N





Après dé
odage à maximum de vraisemblan
e, la proba-bilité d'erreur par paire pourrait être majorée 
omme suit(e.g., voir [8℄)
P (C → C

′) ≤
(

1
∏t

i=1(1 + λiγ/4n)

)n

≤
(gγ

4n

)−tn

,où γ est le rapport signal-à-bruit par symbole à l'émission,
t = rang(C−C

′), le gain de 
odage est g = (λ1λ2 · · ·λt)
1/t,et les {λi} sont les valeurs propres de (C−C

′)(C−C
′)∗.Ainsi, le fameux 
ritère de 
on
eption [3℄[4℄ pour le dé
o-dage MV se résume par :� Le Rang : la diversité maximale est atteinte si t = n.� La Distan
e Produit : le meilleur gain de 
odage estobtenu en maximisant le déterminant.Il est possible d'atteindre la diversité maximale ave
 N =

n [1℄[2℄ si une matri
e unitaire bien 
hoisie est appliquéeà C. E
rivons le mot de 
ode de manière linéaire sousla forme d'un ve
teur de longueur n2, c = (c1, . . . , cn2).



Le nouveau mot de 
ode à transmettre sur le 
anal est
X = cS, où S est une matri
e n2 × n2 unitaire. Nous al-lons restreindre les 
omposantes de c à A = Z[i] (
onstel-lations QAM �nies ou in�nies). Rappelons brièvement les
onditions du génie pour le dé
odage itératif [6℄[9℄. Sim-pli�ons la situation en prenant n = 2. Le 
anal MIMO estdé�ni par la matri
e des évanouissements suivante

H0 =

(

h11 h12

h21 h22

)

,où les 
oe�
ients d'évanouissement hij sont iid et distri-bués selon CN (0, 1). La partie utile (sans le bruit) dusignal observé par le dé
odeur est XH, ave

H =

(

H0 0
0 H0

)

.Les 
onditions du génie sont déterminées en supposantque le 
ode 
orre
teur d'erreurs génère des informationsextrinsèques parfaites, 
es informations étant vues 
ommeinformation a priori pour le déte
teur spatio-temporel. Lesperforman
es de 
e dernier lorsque l'information a prioriest parfaite dépendent de la métrique eu
lidienne D2 =
‖XH−X

′
H‖2 = ‖(c−c

′)SH‖2 ave
 (c−c
′) = (∆, 0, 0, 0),
-à-d, les deux mots de 
ode di�èrent d'une seule 
om-posante. I
i, nous supposons que 
ette di�éren
e est enpremière position. Soit s = (s11, s12, s13, s14) la premièreligne du pré
odeur S, alors la distan
e eu
lidienne devient

D2 = ∆2
[

|s11h11 + s12h21|2 + |s11h12 + s12h22|2

+|s13h11 + s14h21|2 + |s13h12 + s14h22|2
]

.D'après les propriétés de la loi de χ2 [10℄[11℄, le 
as op-timal est 
elui où toutes les gaussiennes 
omplexes de la
χ2 sont indépendantes et possèdent la même varian
e. Cespropriétés se traduisent don
 en deux 
onditions :� Première 
ondition du génie : (s11, s12) est orthogonalà (s13, s14).� Deuxième 
ondition du génie : (s11, s12) et (s13, s14)ont la même norme.Les 
onditions annon
ées 
i-dessus pour la première lignede S devraient également être véri�ées par toutes ses lignes.2 Formulation à l'aide d'une formequadratiqueMettons 
haque ligne de S dans une matri
e n×n ave
un fa
teur d'é
helle √n, pour obtenir un ensemble de ma-tri
es M1, . . . ,Mn2 . L'équation de 
odage X = cS devientalors Xc = 1√

n
(c1M1 + · · · + cn2Mn2). Pour une 
onstel-lation A de C, nous dé�nissons le déterminant minimal
omme la valeur minimale de | detXc−c′ | où c, c′ ∈ An2 ,

c 6= c
′. Les 
onditions sur la matri
e S seront notées(S+G), (S) revient à imposer que S soit unitaire et (G)
orrespond aux deux 
onditions du génie 
itées 
i-dessus.Nous pouvons ainsi énon
er le théorème suivant :

Theorème 1 Tout ensemble de matri
es M1, . . . ,M4 dans
M2(C) véri�ant (S+G) est équivalent à

M1 =

(

1 0
0 1

)

M2 =

(

α 0
0 −α

)

M3 =

(

0 β
β 0

)

M4 =

(

0 γ
−γ 0

)où α, β, γ ∈ C ave
 |α| = |β| = |γ| = 1.Soient u, v, w ∈ C ave
 |u| = |v| = |w| = 1, 
onsidérons laforme quadratique [12℄
qu,v,w(z) = z2

1 − uz2
2 − vz2

3 + wz2
4où z = (z1, z2, z3, z4) ∈ C4. Pour toute 
onstellation A de

C, dé�nissons
maxqmin(A) = sup

|u|=|v|=|w|=1






inf

c,c′∈A4

c6=c
′

|qu,v,w(c − c
′)|






.Corollaire 1 Ave
 les notations 
i-dessus, la valeur maxi-male du déterminant minimal d'un 
ode espa
e-temps li-néaire 2 × 2 dé�ni sur A et satisfaisant les 
onditions(S+G) est

1

2
maxqmin(A).En parti
ulier, un 
ode espa
e-temps 2 × 2 parfait (uni-taire+déterminant non nul) sur A et véri�ant les 
ondi-tions du génie existe si et seulement si maxqmin(A) > 0.De plus, si maxqmin(A) > 0 est atteint pour des valeursspé
i�ques de u, v, w, alors, il existe un 
ode ayant un gainde 
odage optimal dé�ni par 
es valeurs.Ce 
orollaire résulte du théorème 1 et de l'expression

detXc =
1

2
(c2

1 − α2c2
2 − β2c2

3 + γ2c2
4) =

1

2
qu,v,w(c),où u = α2, v = β2, w = γ2. Nous re
her
hons uneborne inférieure à maxqmin(A) pour A = Z[i]. Une 
ondi-tion su�sante serait de trouver des valeurs 
onvenables de

u, v, w et borner |qu,v,w(c)| pour c ∈ A4 \ {0}. Pour at-teindre 
et obje
tif dans la se
tion suivante, nous utilisonsdes outils de la théorie algébrique des nombres [13℄[14℄.3 Le 
ode d'Aladin-PythagoreSoit K = AQ = Q(i). Remarquons que si u, v ∈ K et
w = uv, alors qu,v,w est une norme réduite de l'algèbre dequaternions généralisés (u,v

K

), dans sa base naturelle. Si
ette algèbre est une algèbre à division, la forme qu,v,w nereprésentera pas 0. De plus, si d ∈ A est un dénominateur
ommun de u, v, w, on a qu,v,w(c) ∈ 1
dA pour c ∈ A4.Nous aurons don
 |qu,v,w(c)| ≥ 1

|d| dans le 
as non nul.Trouvons don
 u, v ∈ K, ave
 |u| = |v| = 1, tels que (u,v
K

)soit une algèbre à division, 
-à-d, u n'est pas un 
arré dans
K et v n'est pas une norme de K(

√
u) dans K. Il seraitpréférable de les 
hoisir ave
 le dénominateur le plus petitpossible.



Lemme 1 Pour tout nombre premier p dans Z qui se fa
-torise dans K (
-à-d p ≡ 1 mod 4) 
hoisir une fa
torisa-tion p = xpxp. Alors, le sous-groupe |z| = 1 de K× est lasomme dire
te du groupe des unités dans A et des groupes
y
liques libres engendrés par les xp/xp.Lemme 2 Les unités de A qui ne sont pas des 
arrés dans
K sont {±i} lorsque A = Z[i]. Si on prend une telle unité
omme u, alors toutes les autres unités sont des normesde K(

√
u) dans K.D'après 
e dernier lemme, nous prenons u = i, maisalors on ne peut pas prendre v une unité. On 
hoisit don


v = xp/xp où p un nombre premier (petit de préféren
e).On obtient ainsi la borne inférieure (lorsque la forme estnon nulle) |qu,v,w(c)| ≥ 1
|xp| = 1

|√p| .Lemme 3 Une 
ondition né
essaire et su�sante pour que
v ne soit pas une norme de K(

√
u) dans K est p ≡ 5

mod 8 lorsque A = Z[i].En prenant p = 5, on obtient la preuve que
maxqmin(Z[i]) ≥ 1√

5
.La famille de 
odes 
onstruite ave
 la méthode dé
rite 
i-dessus 
orrespond don
 à A = Z[i] et p ≡ 5 mod 8. Nousavons p = a2 + b2 si xp = a + ib. Soit x2

p = c + id, don

c = a2 − b2 et d = 2ab. On a en�n p2 = c2 + d2. Le triplet
(c, d, p) est dit triplet de Pythagore.Dans le 
as u = i, v = xp/xp = x2

p/p et w = uv, la formequadratique est donnée par
qu,v,w(z) = (z2

1 − iz2
2) − c+id

p (z2
3 − iz2

4)et la 
onstru
tion s'e�e
tue en prenant dans le th. 1 :
α =

√
u = eiπ/4, β =

√
v = xp/

√
p and γ =

√
w = αβ.Le déterminant minimal de 
es 
odes, que nous nomme-rons 
odes de Pythagore, est au moins 1

2|xp| = 1
2
√

p .Dans le 
as parti
ulier p = 5, on prend x5 = 2 + i (ave
 letriplet (3, 4, 5)) tel que
• α = 1+i√

2
= eiπ/4

• β = 2+i√
5

= ei atan(1/2)

• γ = 1+3i√
10

= ei atan(3).La matri
e du pré
odeur devient
S =

1√
2









1 0 0 1
α 0 0 −α
0 β β 0
0 γ −γ 0







et pour c ∈ Z[i]4, on a
Xc =

1√
2

(

c1 + αc2 βc3 + γc4

βc3 − γc4 c1 − αc2

)ave
 le déterminant
detXc = 1

2 ((c2
1 − ic2

2) − 2+i
2−i(c

2
3 − ic2

4))

= 1
2 ((c2

1 − ic2
2) − 3+4i

5 (c2
3 − ic2

4))

toujours supérieur ou égal à 1
2
√

5
pour c non nul. En e�et,

| detXc| = 1
2
√

5
est atteinte pour Xc = (0, i, 1, i), 
ettevaleur est don
 la valeur exa
te du déterminant minimal.Remarquons que la 
onstru
tion de 
e 
ode implique l'al-gèbre ( i,5

Q(i)

), la même que 
elle du 
ode Golden [15℄ maisave
 un réseau di�érent, et de plus notre 
ode 
ontientles 
onditions du génie, nous l'avons don
 nommé le 
oded'Aladin-Pythagore.Theorème 2 Le 
ode d'Aladin-Pythagore est un 
ode spatio-temporel 2 × 2 parfait dé�ni sur Z[i] et satisfaisant les
onditions du génie, ave
 un déterminant minimal égalà 1
2
√

5
. De plus, son gain de 
odage est optimal : tout
ode véri�ant 
es propriétés possède un déterminant mi-nimal stri
tement inférieur à 1

2
√

5
, sauf s'il est équivalentà Aladdin-Pythagore.4 Résultats numériquesDans 
e paragraphe, nous montrons les résultats du dé-
odage probabiliste ave
 un génie, dans les �gures 1 et 2.Le 
odage et dé
odage spatio-temporel sont simulés surordinateur ave
 la modulation A = QPSK. Il n'est pasné
essaire d'utiliser une version à sortie souple du dé
o-deur de réseaux de points par sphères [16℄, il su�t de fairevarier un seul symbole pour 
al
uler les métriques de dé-
odage.Nous 
omparons plusieurs types de pré
odeurs linéaires :La rotation 
y
lotomique provenant de [17℄ et modi�ée
omme dans [6℄[9℄ a�n de satisfaire les 
onditions du génie,le 
ode Golden dé�ni dans [15℄, le 
ode de Dayal-Varanasi
onstruit dans [18℄, le 
ode dit tilted-QAM proposé par[19℄, et en�n notre 
ode d'Aladin-Pythagore. Nous 
ite-rons aussi d'autres pré
odeurs spatio-temporels intéres-sants 
omme le GIOM (Genie+Information Outage Mini-mization) [20℄ et le TAST [21℄. Comme prévu, la di�éren
eentre tous 
es pré
odeurs en terme de rapport signal-à-bruit est très faible (par exemple, une séle
tion aléatoire de2000 matri
es du type GIOM produit un ex
ellent pré
o-deur). Les 
odes Golden et Dayal-Varanasi ont les mêmesperforman
es [2℄. Le 
ode tilted-QAM est dépassé par tousles autres pré
odeurs. Idem, 
omme prévu, la rotation 
y-
lotomique et le 
ode d'Aladin-Pythagore ont des perfor-man
es équivalentes.Référen
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