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Résumé – Cet article étudie l’influence d’une loi de dispersion particulière (loi de Jonscher) sur les performances de trois
algorithmes d’estimation de retards (root-MUSIC, ESPRIT et MP), appliqués à l’auscultation radar (GPR) de matériaux dispersifs
du génie civil. L’algorithme proposé résout le problème de TDE après linéarisation au premier ordre de la phase. Cette approche
permet à la fois d’interprêter le comportement des algorithmes, d’étudier la sensibilité de leurs performances et d’évaluer une
solution pour corriger le biais d’estimation.

Abstract – In this paper, we investigate the effects of a particular frequency-dependent attenuation law (Jonscher’s law) on
the performance of three time delay estimation (TDE) techniques applied to ground penetrating radar (GPR) data, namely
root-MUSIC, ESPRIT and MP. The proposed algorithm solves the TDE problem after a first-order approximation of the phase.
The solution enables to explain the behavior of algorithms within a dispersive medium, to carry out the sensitivity analysis and
to assess the reliability of a correction to compensate for the bias.

1 Problématique

Dans le domaine du génie civil, le radar géophysique (ou
GPR pour Ground Penetrating Radar) est un outil d’aus-
cultation non destructive de sols [8], d’ouvrages en béton
ou de chaussées [7, 13, 17]. La mesure de retard de pro-
pagation des différents échos est un paramètre important
pour interprêter les mesures et déterminer la géométrie du
milieu stratifié et/ou localiser des défauts.
Dans ce contexte, la littérature considère le plus souvent
le cas d’un milieu sans dispersion et à faibles pertes. Les
différents échos sont alors simplement des copies retardées
de l’impulsion radar sans déformation. De nombreux al-
gorithmes existent pour résoudre ce problème d’analyse
spectrale [14].
En pratique, la présence d’eau dans le matériau, son hé-
térogénéité et le matériau lui-même provoquent l’atténua-
tion du signal propagé. Ce phénomène est traduit par une
variation fréquentielle de la constante diélectrique effective
du milieu. L’atténuation réduit la profondeur d’investiga-
tion, et la dispersion déforme l’ondelette radar (dissymé-
trie notamment), et donc apporte un biais sur la localisa-
tion des interfaces du milieu [1, 18].
L’objectif général de ce travail est de proposer des mé-

thodes de traitement pour l’auscultation radar d’un milieu
stratifié, et adaptées à une loi de dispersion particulière
(loi de Jonscher [11]) utilisée en géophysique depuis une
vingtaine d’années pour différentes applications [2, 3, 9].
Dans ce contexte, les méthodes ont pour objectif d’esti-
mer conjointement pour chacune des couches, un retard
de propagation et un paramètre de dispersion (estimation
2D).
Cet article propose de résoudre ce problème d’estimation
par linéarisation au premier ordre de la phase. Cette ap-
proche permet à la fois d’interprêter le comportement de
trois algorithmes d’analyse spectrale (root-MUSIC, ES-
PRIT [14] et MP [10, 16]) dans un milieu dispersif, une
étude de sensibilité de leurs performances, et finalement
d’évaluer une solution pour corriger le biais d’estimation.

2 Modèle du signal dispersif

On établit le modèle du signal pour un milieu stratifié
(sols naturels, bétons hydrauliques), composé de K − 1
couches homogènes dont on néglige la rugosité de surface
et la granularité du matériau aux fréquences radar usuelles
(1 à 3 GHz). Chaque couche est caractérisée par son épais-



seur et sa permittivité diélectrique relative ǫr = ǫ
′

r + iǫ”r.
Dans le modèle de Jonscher, ǫr s’écrit sous forme d’une
loi en puissance de la fréquence et respecte le principe
de causalité des phénomènes physiques à l’origine de la
dispersion [3, 18, 2]. Dans sa version la plus simple, ce
modèle nécessite l’introduction d’un facteur de qualité Q,
défini par l’inverse de la tangente des pertes du matériau,
i.e. Q = ǫ

′

r/ǫ”r, et supposé constant dans la bande. Les
deux valeurs extrêmes Q = 1 et Q = ∞ décrivent respec-
tivement un milieu très dispersif et sans dispersion. Pour
les matériaux utilisés en génie civil, le facteur Q est ap-
proximativement compris dans l’intervalle [3, 30] d’après
[18, 4].
Pour un milieu stratifié de K − 1 couches, le modèle gé-
néral du signal incluant la dispersion s’écrit sous la forme
suivante dans le domaine fréquentiel (pour f ≥ 0) :

y(f) =

K
∑

k=1

ck(f)

k
∏

l=1

zl(f) + b(f) avec : (1)

zl(f) = e−2πfrτ
l(j+tan[π

4
(1−nl)])( f

fr
)

nl+1

2

(2)

où fr est une fréquence de référence, égale par la suite
à la fréquence centrale fo de l’impulsion radar. La quan-
tité τl représente le retard de propagation différentiel in-
duit par la traversée de la couche l. Les termes de phase
et d’amplitude sont proportionnels et liés par la quantité
tan

(

π
4 (1 − nl)

)

, indépendante de la fréquence. Le terme
nl est introduit par commodité d’écriture et se définit en
fonction du facteur de qualité Ql selon [2] :

nl =
2

π
arctan(Ql) (3)

L’opérateur
∏

dans (1) fait apparaitre un effet cumula-
tif (ou effet de mémoire) à la traversée de chaque couche.
De ce fait, on peut montrer que le retard de propagation
total est une somme pondérée des retards différentiels élé-
mentaires τl, multipliés par un coefficient qui dépend du
paramètre de dispersion de chacune des couches Ql.
Dans un milieu dispersif, les amplitudes de échos ck(f)
dépendent de la fréquence (par l’intermédiaire des coeffi-
cients de réflexion de Fresnel). Les simulations (cf. Fig. 1,
section 4) montrent que les variations de ck(f) ont une in-
fluence moindre que celles du terme de phase dans (2) [1].
On considère dans la suite ck(f) ≈ ck(fo) constant dans
la bande.
En notant Φk = [τk Qk]

T
le vecteur des paramètres à

estimer, le modèle du signal peut finalement s’écrire sous
la forme matricielle générale suivante :

y = Ac + b (4)

avec les notations ci-dessous :

y =
[

y(f1) y(f2) ... y(fN )
]T

(5)

c =
[

c1 c2 ... cK

]T
(6)

A =
[

a (Φ1) a (Φ1,Φ2) . . . a (Φ1, . . . ,ΦK)
]

(7)

a (Φ1, . . . ,Φk) =
[

∏k

l=1 zl(f1) . . .
∏k

l=1 zl(fN )
]T

(8)

Dans cet article, on propose une solution algorithmique
sous l’hypothèse simplificatrice d’une phase linéarisée. Dans
le modèle général (4), on considère alors une expression ap-
prochée du nombre complexe zl(f) dans les équations (2)
et (8) en utilisant un développement limité au 1er ordre
au voisinage de la fréquence centrale fo de l’impulsion ra-
dar [12]. En introduisant la notion de retards de groupe

τ
G

l et de phase τ
P

l (τ
P

l = τl pour fr = fo), on obtient
l’expression linéarisée suivante de (2) :

zl(f) = exp
(

−2πfτ
G

l

(

j + tan
[π

4
(1 − nl)

]))

(9)

avec le retard de groupe : τ
G

l =

(

nl + 1

2

)

τ
P

l (10)

Dans le modèle à phase linéarisée, on peut montrer aisé-
ment que l’effet de cumul intervient uniquement sur l’am-
plitude du signal, et que la phase de chaque écho fait in-

tervenir le retard de groupe total, i.e. T
G

k =
∑k

l=1 τ
G

l .
Le modèle d’observation ainsi obtenu se démarque à la
fois des modèles utilisés dans le domaine géophysique [3,
18] (introduction du retard de groupe, extension au cas
des milieux fortement dispersifs, i.e. 1 ≤ Q ≤ 5), et des
modèles d’exponentielles amorties indépendantes utilisés
dans le domaine des radiocommunications [10, 15] (effet
de cumul, atténuation et phase proportionnelles).
La validité du modèle approché est assurée dans une bande
limitée de fréquences vérifiant |f − fo| ≤ α(Q)fo, avec par
exemple, α(1) ≈ 0.5 et α(5) ≈ 1 [5]. Enfin, notons que le
modèle approché n’est plus causal, ce qui limite les possi-
bilités d’interprêter finement la forme des échos radar.

3 Algorithme

En supposant un échantillonnage fréquentiel uniforme
au pas ∆f du vecteur (5), la contribution de chaque couche,
i.e. le nombre complexe zl(f) dans la formule (9), devient
un pôle d’expression :

zk = exp
{

−2π∆fτ
G

k

(

j + tan
[π

4
(1 − nk)

])

}

(11)

D’après l’expression du vecteur directionnel (8), un algo-
rithme va estimer dans le plan complexe la position des
pôles Ẑk =

∏k

l=1 zl . Par suite, le rapport Ẑk/Ẑk−1 re-
présente une estimée du pôle élémentaire ẑk de (11). On
déduit les paramètres des couches successives de la par-
tie imaginaire et réelle du pôle zk respectivement. Tenant
compte de (10), on obtient les relations suivantes :

τ̂k = −

(

2

nk + 1

)





ℑ(log( Ẑk

Ẑk−1

))

2π∆f



 (12)

avec : n̂k = 1 −
4

π
atan





ℜ(log( Ẑk

Ẑk−1
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ℑ(log( Ẑk
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))



 (13)

où ℜ et ℑ désignent les parties réelle et imaginaire d’un
nombre complexe. Cette formulation indique que l’erreur



sur les estimées de la couche courante ne se propage pas
aux estimées des couches suivantes.
Parmi les algorithmes d’analyse spectrale de la littérature,
nous avons sélectionné trois algorithmes permettant d’es-
timer les pôles zk de l’eqn. (11). Il s’agit de root-MUSIC, la
version polynomiale de MUSIC, ESPRIT et l’algorithme
de faisceau de matrices MP. Les deux premiers font partie
de la famille des méthodes à sous-espaces dont le principe
et le fonctionnement sont abondamment décrits dans [14]
par exemple. MP est un algorithme de prédiction linéaire,
initialement proposé par [10], amélioré dans [16] et utilisé
dans de nombreuses applications, incluant le domaine ra-
dar GPR [12].
En comparaison, la plupart des méthodes d’estimation de
retard utilisées en géophysique nécessitent un prétraite-
ment pour compenser les effets de dispersion, en suppo-
sant connaitre le facteur Q de chaque couche [3, 18, 19]. En
outre, la solution proposée dans cet article évite deux dif-
ficultés théoriques du modèle général (1) : l’estimation des
retards de (1) est d’une complexité d’ordre élévé (2 × K)
d’une part, et d’autre part, la loi de dispersion non linéaire,
en modifiant la structure de Vandermonde des données,
perturbe l’identification de l’espace signal [6].

4 Exemples de simulation

On considère une configuration radar simplifiée, qui con-
siste à éclairer par une onde plane sous incidence verticale,
un milieu constitué d’une couche d’épaisseur et de fac-
teur de dispersion Q variables, et terminé par un réflecteur
parfait. La partie réelle de la constante diélectrique de la
couche ǫ′ est fixée à 5.07, et la partie imaginaire ǫ′′ varie
de sorte que ǫ′/ǫ′′ = Q. Le premier signal rétrodiffusé re-
présente l’écho de surface (sans dispersion) et les signaux
suivants, les échos des couches dispersives sous-jacentes.
Les simulations s’attachent à tester la sensibilité de trois
algorithmes d’analyse spectrale au facteur de dispersion
Q, au rapport signal à bruit (RSB) (et au produit B × τ
(épaisseur de la couche) dans [5]). Pour ce faire, on consi-
dère les variations de l’erreur quadratique moyenne rela-
tive (EQMR) sur le retard de phase τ , définie ci-dessous
et estimée à partir de 100 itérations de Monte Carlo :

EQMR(%) = 100 ×

√

1
U

∑U

i=1(τ̂i − τ)2

τ
(14)

Les conditions de fonctionnement des trois algorithmes
sont légèrement différentes, mais permettent cependant
de faire une comparaison de leurs performances. Root-
MUSIC et ESPRIT estiment les pôles à partir de la ma-
trice de covariance des données tandis que MP peut di-
rectement fonctionner sur le vecteur de données (5). La
matrice de covariance est estimée à partir d’un seul snap-

shot par moyennage en sous-bandes de fréquences, pour
décorréler suffisamment les échos et obtenir une matrice de

rang plein. La largeur des sous-bandes pour root-MUSIC
et ESPRIT (80% de la bande totale [13]) et le pencil pa-

rameter pour MP (égale à N/2 [16]) permettent d’obtenir
les performances optimales des algorithmes.
Les données obéissent au modèle général d’observation
(1), et comportent 2 échos corrélées. Le vecteur d’obser-
vation (5) comporte 100 échantillons fréquentiels espacés
de ∆f = 10 MHz dans une bande de fréquences B = 1
GHz, centrée autour de 0.7 GHz. La dimension de l’es-
pace signal est fixée au nombre d’échos attendus, i.e. deux.
Pour simplifier, l’impulsion radar présente un spectre plat
dans la bande de fréquences considérée. En pratique, la
mise en oeuvre des trois algorithmes nécessiterait un blan-
chiment préalable des données par l’impulsion radar. Un
bruit blanc gaussien centré est ajouté au signal. Le rap-
port signal sur bruit est défini à partir de la puissance de
de la somme des deux échos et de la puissance du bruit.
Dans les figures suivantes, on distingue les cas ”non cor-
rigé”et ”corrigé”. Dans le premier cas, la phase du pôle (11)
est interprêtée en terme de retard de phase directement, ce
qui permet de tester l’hypothèse ”dispersion négligeable”.
Dans le second cas, les résultats sont interprêtés en terme
de retard de groupe ; on applique ensuite la relation (12)
pour estimer le retard de phase, ou de manière équiva-
lente, la correction 2

n+1 sur le retard de groupe d’après
l’eqn. (10).

La Fig. 1 montre les variations l’erreur EQMR en fonc-
tion du facteur de dispersion Q. L’asymptote horizon-
tale représente l’erreur EQMR en absence de dispersion
(Q = ∞), pour lequel un modèle de signal conventionnel
est adapté, i.e. cissöıdes pures. L’erreur EQMR décroit
pour tous les algorithmes en fonction du facteur de qua-
lité, puisqu’une augmentation de Q traduit à la fois un
RSB plus fort pour le second écho (moins d’atténuation)
et un signal plus proche du modèle conventionnel sans
dispersion. Bien que de fonctionnement différent, les trois
algorithmes délivrent approximativement la même erreur
dans le cas sans correction ; on a vérifié qu’il en était de
même avec correction. Par soucis de clarté, nous avons
tracé uniquement les résultats de MP avec correction.
En négligeant la dispersion, les algorithmes délivre un ré-
sultat biaisé, correspondant à la différence τG − τP , et
dont l’amplitude relative s’élève à 1−n

2 d’après (10). Le
biais relatif varie de 25% pour le milieu le plus disper-
sif, i.e. Q = 1, et devient inférieur à 2% pour Q > 20.
En comparaison, les courbes (⋆ − ⋆) et (⋄ − ⋄) indiquent
les performances de l’algorithme avec correction. L’erreur
EQMR est plus faible que précédemment, et devient infé-
rieure à 5% pour Q > 1.5 approximativement. En tendant
vers l’asymptote à partir de Q > 5, on montre que les
performances de l’algorithme deviennent quasi-optimales.
Pour la courbe (⋄ − ⋄) (resp. (⋆ − ⋆)), l’amplitude ck(fo)
des échos est constant (resp. variable) dans la bande. Le
peu de différence obtenue entre ces deux résultats confirme
l’hypothèse de la section 2 : les variations de ck(f) dans
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Fig. 1 – Fig. 1 : Variations de l’erreur relative (14) sur
le retard différentiel en fonction du facteur Q ; RSB = 20
dB ; les performances de root-MUSIC, ESPRIT et MPnc
(MP non corrigé) représenteraient les résultats en négli-
geant la dispersion du milieu ; en comparaison, nous avons
appliqué la correction (12) sur le retard pour MP (⋄ − ⋄)
et (⋆ − ⋆).

la bande ont une influence moindre que celles du terme de
phase dans (2).

La figure 2 indique les variations de l’EQMR en fonction
du RSB pour un facteur de qualité Q = 5 et une épaisseur
de couche de 10 cm, i.e. B × τ = 1.5. L’asymptote re-
présente comme précédemment les variations de l’EQMR
dans un milieu non dispersif. Quand on néglige la disper-
sion et au delà de 5 dB, l’algorithme MP délivre un résul-
tat biaisé dont l’amplitude est donnée par la quantité 1−n

2
(6.3% pour Q = 5). Les performances obtenues avec cor-
rection du retard sont quasi-optimales puisque la courbe
obtenue tangente l’asymptote. On observe cependant une
déviation de cette tendance à fort RSB, car l’amplitude
de l’erreur introduite par le modèle approchée du signal
devient supérieure à celle du bruit additif. Inversement, en
deça de 5 dB, l’effet du bruit est supérieur aux erreurs de
modèle et les résultats de MP et MPnc sont similaires.
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LeBastard, congrès Eusipco, Glasgow, 2009

0 10 20 30 40 50 60
10

−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

RSB (dB)

E
Q

M
R

(%
)

 

 

MP
MPnc
asymptote

Fig. 2 – Fig. 2 : Variations de l’erreur relative (14) sur le
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