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Résumé — Grace a un récent accord d’échange de données, les détecteurs Virgo et LIGO forment un réseau d’antennes gravita-
tionnelles & ’écoute des événements violents de I’Univers. Nous nous intéressons ici aux méthodes d’analyse cohérente, similaires
a celles qui sont employées pour les réseau d’antennes électromagnétiques. Si ces méthodes permettent la détermination de la
position de la source astrophysique, elles sont également limitées par le cott calculatoire que cette estimation engendre. Nous
proposons de traiter cette question par la détermination d’une grille céleste de taille minimale. Pour cela, nous formulons le
probléme de couverture de la sphére sous la forme d’un probléme de couverture d’ensemble. Nous proposons alors de le résoudre
par un algorithme glouton fondé sur une relaxation du probléeme lagrangien dual. Les ensembles obtenus permettent d’obtenir de

bonnes performances de détection.

Abstract — Thanks to a recent data exchange agreement, the detector Virgo and LIGO now form a network of gravitational
wave antennas listening to the violent events of the Universe. Here we are interested in coherent analysis methods, akin to the ones
in used for electromagnetic sensor arrays. While those methods allow the determination of the astrophysical source position, they
are limited by the large computational cost that this estimation generates. We propose to address this issue by the construction
of a sky grid of minimal size. We formulate this problem as a set covering problem and we solve it via a greedy algorithm based
on a Lagrangian relaxation of the dual problem. The minimal sets obtained by this method lead to good detection performance.

1 Introduction

Une collaboration internationale [1] vise a effectuer la
premiere observation directe des ondes gravitationnelles,
dont 'existence est prédite par la théorie de la Relativité
Générale d’Einstein. Ces ondes sont des déformations de la
métrique de I'espace-temps se propageant a la vitesse de la
lumiere. Elles sont observables au moyen d’interférometres
de Michelson aux proportions imposantes (plusieurs kilo-
metres de longs) qui permettent de mettre en évidence les
treés faibles variations de distance induites par leur pas-
sage.

Un ensemble de sources astrophysiques émettent des
ondes gravitationnelles dans la bande de fréquence (entre
quelques dizaines de Hertz et quelques kiloHertz) ouverte
par les détecteurs actuellement en opération. Nous nous
intéressons ici aux sources de transitoires gravitationnels
(typiquement d’une durée d’une centaine de ms & quelques
secondes) impliquant généralement des objects compacts
(étoiles & neutrons ou trous noirs).

Les détecteurs d’ondes gravitationnelles sont des an-
tennes quasi-omnidirectionnelles. Pour cette raison, la po-
sition de la source ne peut pas étre obtenue avec un unique
interférometre. Cette information est toutefois importante

* OR a regu une bourse postdoctorale du Virgo-EGO Scientific Fo-
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car elle permet de tourner vers la région spécifiée d’autres
instruments d’observation pour la recherche d’une éven-
tuelle contrepartie (optique, sursaut gamma, . .. ) qui confir-
merait 'origine astrophysique du transitoire gravitation-
nel détecté. Une estimation de la position peut étre obte-
nue en combinant les informations provenant de plusieurs
détecteurs.

Les signaux gravitationnels recherchés étant générale-
ment connus a quelques parametres physiques pres, les
chaines de traitement utilisées pour la détection sont pour
la plupart fondées sur le principe du rapport de vraisem-
blance généralisé (RVG), qui permet d’effectuer conjoin-
tement l’estimation des divers parametres et la détection
proprement dite. Appliqué a ’estimation de la position de
la source, celui-ci conduit a la production d’une carte de
vraisemblance obtenue par la répétition du calcul de la
vraisemblance en un ensemble de points répartis de ma-
niere réguliere sur la sphere céleste. Le maximum de cette
carte fournit la position estimée de la source.

La principale limitation de cette méthode vient du cotit
de calcul engendré. Les méthodes d’estimation permettant
le calcul de la vraisemblance en un unique point sont pour
certaines lourdes a mettre en ceuvre, et leur répétition en
un grand nombre de points conduit a des cotits de calcul
prohibitifs. Pour limiter la taille de la grille céleste, il est
nécessaire de ’adapter a la résolution angulaire du réseau



formé d’antennes gravitationnelles. Contrairement aux ré-
seaux d’antennes électromagnétiques, les antennes gravi-
tationnelles sont disposées et orientées irrégulierement a la
surface de la Terre. La résolution angulaire dépendant di-
rectement de la géométrie du réseau, elle varie selon la di-
rection du ciel considérée. Ainsi I’échantillonnage régulier
de la sphere céleste utilisé habituellement n’est pas adapté
a ce réseau et une procédure permettant de construire une
grille céleste de petite taille adaptée au réseau de détec-
teurs gravitationnels s’avere nécessaire.

Dans cet article, nous proposons une méthode d’échan-
tillonnage assurant la couverture totale du ciel avec un
minimum de points. Ce probleme peut se formuler sous
la forme d’un probleme de recouvrement de la sphere par
des ellipses issues du développement de Taylor d’ordre 2
du rapport de vraisemblance issu de I'utilisation du RVG.
La méthode proposée peut se décomposer en deux étapes.
Une premiere étape consiste a relacher les contraintes de
recouvrement : plutot que de travailler avec un ensemble
continu (la surface de la sphére), nous proposons de discré-
tiser le probleme en utilisant un ensemble €2 trés dense de
points qui recouvre la sphere uniformément. Le probléme
de recouvrement de la sphere peut alors étre remplacé par
un probleme de recouvrement de ’ensemble des points de
Q). La deuxiéme étape de la méthode consiste a réduire
I’ensemble sur-échantillonné a un ensemble de taille mini-
male adapté au réseau de détecteurs gravitationnels en ré-
solvant un probleme d’optimisation en nombre entier sous
contraintes linéaires. Nous proposons de résoudre ce pro-
bleme de grande taille par un algorithme glouton fondé
sur une relaxation du probleme lagrangien dual.

2 Ellipses de vraisemblance

Le rapport de vraisemblance (RV) est une fonction des
données et des parametres caractéristiques du signal, parmi
lesquels la position de la source. Le test du RVG consiste
a maximiser le RV par rapport a ces parametres incon-
nus. Nous supposons ici que cette maximisation a été ef-
fectuée pour tous les parametres sauf les coordonnées de
la source (¢,0). La maximisation de la vraisemblance ré-
sultante A(¢,0) s’effectue en en calculant la valeur pour
différents échantillons de la grille céleste. On cherche & mi-
nimiser la taille de cette grille en prenant en compte les
spécificités de la fonction de vraisemblance.

En présence d’un signal et en I’absence de bruit, cette
vraisemblance est maximale dans la direction de la source
(o, 6p). Le comportement de la statistique A(¢, 8) autour
du point (g, bp) est obtenu par un développement de Tay-
lor au deuxiéme ordre (le terme du premier ordre est zéro
puisque A est maximal en (¢, 6p)). On quantifie ainsi la
perte de vraisemblance induite par un écart entre la di-
rection considérée (¢, 0) et la direction véritable (g, 6p).
En tolérant une perte maximale A(¢,0)/A(po,8p) > a2,

on obtient alors une cellule elliptique d’équation :

> 02 5A s0.00AaAB < 2M(¢0,00) (L —a®). (1)
a,B
ol a,f = ¢pet/ou b, Ap=¢p— ¢y et A =0 — 6.

Dans [2], nous avons obtenu l'expression de A et de son
développement dans le cas de la détection cohérente d’un
signal test (transitoire gravitationel monochromatique de
fréquence fj) sous hypothese gaussienne pour le bruit ins-
trumental. Nous utilisons cette expression dans les résul-
tats discutés en Sec. 4.

La forme et la taille des ellipses dépendent des positions
et orientations des détecteurs a travers des expressions
compliquées. Un ordre de grandeur peut cependant étre
obtenu par le raisonnement suivant. Les détecteurs étant
distants de d ~ 10* km et les ondes gravitationnelles se
propageant théoriquement a la vitesse de la lumiere, on
peut estimer la résolution angulaire* typique a 3 degrés
pour un signal test de fréquence f; ~ 150 Hz qui cor-
respond au point de sensibilité maximum des détecteurs.
La couverture complete du ciel est donc assurée avec un
millier d’ellipses.

3 Résolution du probleme de re-
couvrement

3.1 Relaxation

Le probleme d’échantillonnage est équivalent a celui du
recouvrement de la sphere par des ellipses. Ce probleme
est difficile car les ellipses varient avec la direction consi-
dérée. Nous proposons ici de résoudre le probleme de re-
couvrement en le discrétisant : plutoét que de considérer
la surface de la sphere, on considere un ensemble € tres
dense de N points qui recouvrent la sphere uniformément.
Cet ensemble peut étre simplement construit par tirage
uniforme de points sur la surface de la sphere. Ce tirage
est ici effectué quasi-aléatoirement au moyen de séquences
de Halton [3] car ces séquences permettent d’obtenir une
grille plus réguliere que les séquences pseudo-aléatoires.

La contrainte initiale de recouvrement de la sphere (cri-
tére continu) impose en particulier le recouvrement de
I’ensemble des points de § (critére discret). Nous rempla-
cons ici le critere continu par le critere discret. Notons tou-
tefois que ces deux contraintes ne sont pas équivalentes :
le critere discret n’implique pas le critere continu. Il y a
donc relaxation des contraintes de recouvrement.

Notons Q = {s; = (¢%,0k); k = 1... N}. On associe &
tout sy Dellipse & définie au point (¢, 0;) par Eq. (1).
Afin d’obtenir un critére symétrique, on définit la notion
d’adjacence suivante : deux échantillons s; et s sont ad-
jacents si s; € & et s, € &. La symétrie de ce critere

*Ceci est déterminé en s’autorisant une différence de temps d’ar-
rivée & chaque détecteur d’au plus une fraction de la période du
signal.



est importante car s; € & n’implique pas nécessairement
si € &; en raison des tailles variables des ellipses. On re-
cherche le plus petit sous-ensemble €2, C Q tels que tous
les éléments de €) aient un adjacent dans €2,,.

3.2 Probléme de couverture d’ensemble

Remarquons tout d’abord que les relations d’adjacences
définies précédemment peuvent étre exprimées par une
matrice A = (a;;) de taille | x |Q] ol ag, = 1 si xp
et x,, sont adjacents, et ap, = 0 sinon. Définissons ensuite
le vecteur x de taille |Q2| & valeur dans 0,1. Tout sous-
ensemble Q, de € définit une réalisation particuliere de ce
vecteur en posant xx = 1 si s € Q, et x; = 0 sinon. Or
le produit Ax est un moyen simple de déterminer si I’en-
semble €, permet de recouvrir I’ensemble des points de 2 :
en effet si le vecteur Ax présente une composante nulle,
alors I’échantillon correspondant de 2 n’est pas recouvert
par 2. Il s’ensuit que le probleme de recouvrement de la
sphere peut s’exprimer sous la forme d’un probleme d’op-
timisation en nombre entier avec contraintes linéaires :

1]
min u'x = Zxk
k=1
s.t. Ax > u,
zr €40,1}, k=1,...

(2)
7|Q|’

ottu = [1,...,1]7 est un vecteur de taille |Q2|. Ici 'objectif
consiste a minimiser le nombre de composantes non nulles
de x et donc la taille de ’ensemble minimal 2,,,, tandis
que les contraintes permettent d’imposer une couverture
totale de €.

Ainsi formulé, ce probleme est un cas particulier de la
famille des problémes de couverture d’emsemble, qui sont
NP-complets. Une littérature abondante existe sur le sujet
(voir [4] pour une revue). La plupart des méthodes pro-
posées ne sont toutefois pas applicables & des problémes
de grande taille. Or ici ’ensemble Q peut contenir plu-
sieurs dizaines voire centaines de millier d’échantillons. Il
est donc nécessaire d’utiliser une méthode adaptée a des
problemes de grande taille. Nous proposons ici une mé-
thode inspirée des solutions proposées dans [5] et [6] pour
résoudre des probléemes impliquant un grand nombre de
variables et de contraintes. Elle repose sur un algorithme
glouton qui utilise une heuristique fondée sur la relaxation
lagrangienne du probleme dual pour résoudre le probleme
d’optimisation.

3.3 Résolution du probleme de couverture
d’ensemble

Le probleme dual de (2) est défini par [5, 6] :

max uﬁy
S.t. ATy < u,, (3)
ye >0, E=1,...,]Q],

et sa relaxation lagrangienne est donnée par :
min max L(y, )
B y

st. w; >0,1=1,...,m, (4)
Oﬁykﬁla k:17"'7na

ot L(y,p) =uly —u"(ATy —u,) est la fonction de La-
grange et p est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange.
La maximisation de L(y, u) par rapport a y est ici directe :
elle est obtenue en posant y;, = 1 si la k™ colonne du vec-
teur ligne ul, — uT AT est positive, et y, = 0 sinon. La
fonction maxy L(y, u) peut quant & elle étre minimisée de
maniere efficace par un algorithme de sous-gradient car
elle est toujours convexe par rapport a g [7]. Contraire-
ment & [5] et [6], nous exploitons ici uniquement 'informa-
tion provenant du vecteur g, qui est une solution presque
optimale et presque admissible du probléme (4).

Une solution du probleme de recouvrement est alors
construite itérativement par un algorithme glouton sui-
vant le schéma suivant. A chaque itération, la composante
x) correspondant au plus grand terme de p est ajoutée a
la solution et toutes les lignes correspondantes j telles que
x; € & sont éliminées (les contraintes correspondantes
étant alors satisfaisantes). Cela conduit & un probléme ré-
duit qui est traité de manieére similaire. Par construction,
la solution finale satisfait les contraintes de recouvrement.

La méthode que nous proposons pour résoudre le pro-
bleme d’échantillonnage de la spheére céleste peut finale-
ment étre résumée de la maniere suivante :

1. Tirage quasi-aléatoire de I’ensemble initial €2 ;
2. Initialisation de ’ensemble minimal Q,, = 0;

3. Recherche de tous les points s, tels que & = {si};
ces points sont ajoutés a ’ensemble minimal €2, et
retirés de ’ensemble ) ainsi que les colonnes et les
lignes correspondantes dans la matrice A ;

4. Tant que Q. # 0 :

— Résolution de la relaxation lagrangienne (4) du
probleme (2);

— Ajout a Q,, de I’échantillon s; correspondant au
plus grand multiplicateur de Lagrange puy ; la co-
lonne correspondante ainsi que toutes les lignes j
telles que s; € & sont supprimées de la matrice
A ; Vensemble 2 est réduit de maniere similaire.

4 Résultats

Nous considérons pour les simulations une onde gravi-
tationnelle oscillante de fréquence centrale fy ~ 150 Hz,
et un réseau représentatif des détecteurs en opération ac-
tuellement, soit Virgo (Italie), LIGO (deux détecteurs aux
Etats-Unis) et GEO (Allemagne). Les orientations des dé-
tecteurs sont supposées paralleles. La résolution angulaire
obtenue pour un tel réseau est présentée en figure 1. Pour
appliquer la méthode proposée, nous utilisons un ensemble



angular resolution estimate in square degress for H1+L1+V1 coaligned
pure tone with £0=150.00 Hz, median resolution is 9.06075 deg 2
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réseau discuté en section 4 .
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partir d’une couverture réguliere de la sphere.
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