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Résumé – Le mouvement Brownien fractionnaire multivarié a été récemment développé, et nous proposons ici une stratégie pour l’identifier.
Nous utilisons une technique de filtrage du type transformée en ondelette. Pour estimer les paramètres de Hurst, les corrélations, les variances
et coefficients d’asymétrie, on réalise une régression sur les log-variances empiriques des signaux filtrés et les log-corrélations empiriques. Les
estimateurs convergent presque-sûrement et satisfont un théorème central limite. Nous illustrons la convergence et appliquons l’algorithme à des
données financières.

Abstract – We propose here an approach for the identification of the recently developed multivariate fractional Brownian motion. We use
a wavelet-like filtering technique. The Hurst parameters, variances, correlation and asymmetry coefficients are estimating by regressing over
the empirical log-variances and log-correlations coefficients. We show that the estimator converges almost surely and satisfies a central limit
theorem. The convergence is illustrated on simultation, and we apply the estimation procedure to financial data.

1 Mouvement Brownien fractionnaire multivarié

Motivations. Avec le développement considérable ces
dernières années de l’étude des graphes complexes (aussi
appelés graphes de terrain dans la communauté francophone)
le développement de modèles de signaux multivariés adéquats
devient crucial pour l’étude des phénomènes (physiques,
biologiques, économiques, . . . ) vivant sur ces graphes. A titre
d’exemple, des données issues des réseaux informatiques
ou issues de mesures de résonance magnétique nucléaire
fonctionnelle sont de grande dimension, corrélées et présentent
des caractéristiques de longue dépendance que peu de modèles
capturent [1, 2]. Dans le but de prendre en compte ces ca-
ractéristiques, nous avons récemment travaillé à la suite de
[8, 12] à l’extension multivariée du mouvement Brownien
fractionnaire (mfBm). Ces études ont consisté en la définition
et en l’étude de diverses représentations du mfBm, en l’analyse
spectrale de ses incréments et l’analyse en ondelettes du pro-
cessus [3, 7]. La suite logique de ce travail de caractérisation
est un travail d’identification du processus. Pour ce faire
nous proposons ici une méthodologie pour estimer les divers
paramètres qui définissent le mfBm. La suite de ce pragraphe
introductif est dédié à une rapide description du mfBm. Dans
le paragraphe suivant, nous développerons la méthodologie
adoptée et nous en étudierons le bien fondé dans le paragraphe
3 en développant l’analyse asymptotique des estimateurs.
Enfin, nous illustrerons la procédure d’estimation dans le
dernier paragraphe par des simulations Monte-Carlo et une
application à des données financières.

mfBm. Un mfBm de dimension p est un processus gaussien
centré, à accroissements stationnaires et présentant la pro-
priétés d’auto-similarité X(λt)

d
= λHX(t), où l’égalité s’en-

tend au sens des distributions de dimensions finies. En toute
généralité, l’exposant H caractéristique est une matrice de di-
mension p × p, et l’auto-similarité est dite opératorielle [10].
Des représentations intégrales du mfBm dans ce cadre général
ont été étudiées dans [8]. Ici nous restreignons l’étude au cas
des opérateurs diagonaux, et donc λH représente la matrice
diagonale (λH1 , . . . , λHp). Le processus est entièrement ca-
ractérisé par la matrice de covariance dont les éléments sont
donnés par, pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , p}2,

rij(s, t) := E[xi(s)xj(t)]

=
σiσj

2
{wij(−s) + wij(t)− wij(t− s)}

où la fonction wij(h)est définie par

wij(h) =

{
(ρij − ηijsign(h))|h|Hi+Hj if Hi +Hj 6= 1,
ρij |h|+ ηijh log |h| if Hi +Hj = 1.

Le mfBm est donc caractérisé par les p exposants de Hurst
Hi ∈ (0, 1), les p variances σ2

i = E[xi(1)2], les p(p − 1)/2
corrélations ρij = corr(xi(1), xj(1)) ∈ [−1, 1] et les p(p −
1)/2 paramètres ηij qui gèrent l’asymétrie temporelle du pro-
cessus. Rappelons qu’un processus est symétrique temporelle-
ment si X(t)

d
= X(−t), et que pour un processus gaussien la

symétrie temporelle est équivalente à la symmétrie rij(s, t) =
rij(t, s). On vérifie alors que le mfBm est à symétrie tempo-
relle si et seulement si ηij = 0 pour tout couple i, j. Le but du



papier est l’identification de ces p + p2 paramètres à partir de
l’observation d’une trace du processus.

Le mfBm est évidemment non stationnaire. Il est presque
sûrement continu mais malheureusement presque sûrement
nulle part dérivable. Toutefois il est à accroissements station-
naires. On peut donc s’intéresser au processus incrément. Si
l’on se restreint aux incréments de taille 1, ∆x(t) = x(t+1)−
x(t), la corrélation est aisée à calculer et est donnée par

γij(h) := E[∆xi(t)∆xj(t+ h)]

=
σiσj

2

(
wij(h− 1)− 2wij(h) + wij(h+ 1)

)
.

dont le comportement asymptotique est [3, 7] lorsque |h| →
+∞

γij(h) ∼ σiσj |h|Hi+Hj−2κij(sign(h))

où κij(sign(h)) = (ρij−ηijsign(h))(Hi +Hj)(Hi +Hj−1)
si Hi +Hj 6= 1 et κij(sign(h)) = ηijsign(h) si Hi +Hj = 1.
On retrouve le comportement usuel du bruit brownien fraction-
naire qui peut être à longue ou courte mémoire selon que le
paramètre de Hurst est plus grand ou plus petit que 1/2. Ici
toutefois, des propriétés nouvelles de longue dépendance in-
terviennent dans les intercorrélations entre composantes. Trois
situations peuvent conduire à de la longue interdépendance :

1. Hi = 1/2 = Hj ,
2. Hi < 1/2 and Hj > 1−Hi,
3. Hi > 1/2 and Hj > 1/2.

Dans ces situations, l’estimation peut être problématique,
puisque la longue mémoire peut induire des convergences
extrêmement lentes.

Pour remédier à ces difficultés, le recours à des transformées
du type ondelette est en général mis en avant. Une transformée
en ondelette agit en effet comme une dérivation régularisée qui
donc stationarise le mfBm. De plus, si l’ondelette est bien choi-
sie, les coefficients sont en général à mémoire courte. Nous uti-
lisons dans la suite une approche de ce type.

2 Filtrage et identification du mfBm
On considère l’ensemble de filtresA`,q à support compact de

longueur ` et ayant leur moment nuls jusqu’à l’ordre q, tels que
δl,0 − δl,1 et ses compositions ou encore les filtres de Daube-
chies. Pour a ∈ A`,q et un entier m ≥ 1, on définit la m-ième
version dilatée de a par

amk =

{
ak/m if k ∈ mZ
0 if k 6∈ mZ

Ce filtre est utilisé pour tous lesm dans un ensemble donnéM.
Le mfBm est filtré et transformé en |M| signaux

xmi (t) =
∑
k∈Z

amk xi(t− k),

On montre que la corrélation γm1,m2

ij (h) = Exm1
i (t)xm2

j (t+h)
ne dépend que du retard h, confirmant la stationarisation de la
procédure, et se comporte asymptotiquement comme

γm1,m2

ij (h) ∝ |h|Hi+Hj−2q

Ainsi, dès que q ≥ 2, la décroissance est plus rapide que
que 1/|h|2 et la sommabilité de l’intercorrélation est assurée
pour toute valeur de Hi et Hj . En ce sens, la technique de fil-
trage adoptée stationnarise et décorrèle (même interprétation
que pour une transformée en ondelette).

En égalantm1 etm2, on obtient les relations suivantes, ∀i =
1, . . . , p, j > i

γmii (0) = m2Hiσ2
i π

a
ii(0)

γmij (0) = mHi+Hjρijσiσjπ
a
ij(0)

γmij (m`)− γmji (m`) = 2mHi+Hjηijσiσjπ
a
ij(`)

où πa
ij(h) := − 1

2

∑
k,l∈Z×Z akal

∣∣h + k − l
∣∣Hi+Hj . Ces

relations montrent la dépendance en loi de puissance de la
corrélation au retard 0, et de la différence γmij (m`)− γmji (ml).
L’utilisation de cette expression est suggérée par le fait que les
paramètres η traduisent l’asymétrie temporelle du processus.

La dépendance en loi de puissance suggère d’estimer les pa-
ramètres en effectuant une régression linéaire en variables lo-
garithmiques. Ici toutefois, on remarque que nous avons à faire
à une surdétermination en ce qui concerne les paramètres Hi si
l’on considère comme régresseurs les corrélations et les inter-
corrélations. Cette surdétermination pose la question de l’uti-
lité de prendre en compte l’aspect multivarié pour l’estimation
des paramètres de Hurst. Pour étudier ce problème, nous al-
lons considérer l’ensemble des corrélations γmii (0), γmij (0) et
γmij (m`) − γmji (ml) comme données sur lesquelles régresser
l’ensemble des paramètres. Pour ce faire, on considère un esti-
mateur empirique Cm

ij (h) de la corrélation, et on introduit des
résidus dans les approximations linéaires

logCm
ii (0) = 2Hi logm+ αi + εmvi

log
∣∣Cm

ij (0)
∣∣ = (Hi +Hj) logm+ µi + εmcij

log

∣∣Cm
ij (m`)− Cm

ji (m`)
∣∣

2
= (Hi +Hj) logm+ νi + εmdij

Le problème de régression peut alors être vu comme un
problème d’optimisation dans lequel on cherche à minimiser la
puissance des résidus. Comme nous avons à faire à divers types
de données et que nous souhaitons étudier la pertinence de la
prise en compte de chacune, on construit une fonction objectif
qui pondère les résidus, et on considère le risque quadratique
suivant

f(H,σ2, ρ, η) =
∑

m∈M

wv

p∑
i=1

(
εmvi
)2

+ wc

p∑
i=1,j>i

(
εmcij
)2

+ wd

p∑
i=1,j>i

(
εmdij

)2
Dans ce papier, on ne cherche pas à optimiser les poids wv,c,d.
Ils sont présents pour modéliser la prise en compte de certaines
données, et donc prennent les valeurs 0 ou 1. Le problème à
résoudre est donc(

Ĥ, σ̂2, ρ̂, η̂
)

= arg min f(H,σ2, ρ, η)



Considérons le vecteur L := (logm1, . . . , logm|M|)
t. On

note vi, cij , dij les vecteurs de R|M| qui contiennent respecti-

vement logCm
ii (0), log

∣∣Cm
ij (0)

∣∣ et log

∣∣Cm
ij (m`)−Cm

ji (m`)
∣∣

2 pour
m = m1, . . . ,m|M|. De plus, pour tout x ∈ R|M|, la va-
leur moyenne est x̄ := |M|−1

∑
m∈M xm et le vecteur centré

x̆ = x− x̄. On montre alors que la solution du problème d’op-
timisation est

Ĥk =

(
L̆tL̆

)−1
L̆t

λ

{
2vk +

∑
j 6=k

(wcckj + wddkj)

− (wc + wd)(
λ+ p(wc + wd)

) p∑
i=1

(
2vi +

∑
j 6=i

(wccij + wddij)
)}

où λ := 4wv + (p − 2)(wc + wd). Pour wc = wd = 0 and
wv = 1, on obtient

Ĥk =
L̆tvk

2L̆tL̆
,

qui est l’estimateur pour un fBm scalaire [6]. Dans le cas
simple p = 2, wv = wc = 1, wd = 0, on obtient la forme

Ĥk =
L̆t
{

10vk − 2vj + 4ckj
}

24 L̆L̆t
, j 6= k.

Les autre paramètres sont estimés par

σ̂2
i =

e−2ĤiL̄

π̂a
ii(0)

∏
m

(Cm
ii (0))

1
|M|

|ρ̂ij | =
∏
m

 |Cm
ij (0)|√

Cm
ii (0)Cm

jj (0)

 1
|M|

×

√
π̂a
ii(0)π̂a

jj(0)

π̂a
ij(0)

|η̂ij | =
1

2

∏
m

 |Cm
ij (m`)− Cm

ji (m`)|√
Cm

ii (0)Cm
jj (0)

 1
|M|

×

√
π̂a
ii(0)π̂a

jj(0)

|π̂a
ij(`)|

où π̂a
ij(h) correspond à πa

ij(h) dans lequel les Hi sont rem-
placés par leurs estimés. De plus, le signe des estimés peut être
obtenu à partir du signe des données, conduisant par exemple
pour le coefficient de corrélation à |ρ̂ij | × Sign(Cm

ij (0)).

3 Convergence
L’étude de la convergence se résume en deux propositions.

On note θ =
(
Ht, (σ2)t, ρt, ηt

)t
le vecteur contenant tous les

paramètres à estimer, et θ̂n le vecteur des estimées à partir d’un
échantillon de taille n. Alors

Proposition 1 : ∀a ∈ A`,q et ∀M, ∀wv, wc et wd, le vecteur
θ̂n converge presque sûrement vers θ quand n→ +∞.

On remarque que le résultat est vrai quelque soit le nombre
de moments q ≥ 1 nuls du filtre a. La preuve de l’asser-
tion repose essentiellement sur la convergence presque sûre
de Cm

ij (h) vers γmij (h). Ceci est établi rigoureusement dans
[4]. L’importance du nombre de moment nul apparait lorsque

l’on étudie la vitesse de convergence des estimateurs. Pour
présenter le deuxième résultat, on note au préalable Cn le vec-
teur contenant l’ensemble des données de la régression et γ
sont espérance mathématique. Ce vecteur est de tailleDM,p :=
|M|p(3p − 1)/2. La forme des estimateurs définit de manière
non ambigüe une fonction g : RDM,p → Rp(p+1) qui envoie le
vecteur Cn sur l’estimateur θ̂n. Alors

Proposition 2 : Avec les mêmes hypothèses que dans la Pro-
position 1 et si q > maxHi + 1/4 on a
(i)

√
n(Cn − γ)

d→ N (0,Σ),

où Σ est une matrice de covariance DM,p × DM,p explicitée
dans [4]
(ii) θ satisfait θ = g(γ), g est dérivable en γ et

√
n
(
θ̂n − θ

)
d−→ N

(
0,∇g(γ)Σ∇g(γ)t

)
,

où ∇g(γ) est la matrice p(p + 1) × DM,p des gradients de
g évaluée en γ. La preuve du premier point repose sur l’exis-
tence de théorèmes de la limite centrale pour des fonctionnelles
non-linéaires de suites de vecteurs gaussiens [5]. Le deuxième
point est plus facile et repose essentiellement sur l’utilisation
de la “delta-method” [13]. L’ensemble des démonstrations est
disponible dans [4].

4 Illustrations
Convergence. Le comportement de l’algorithme est étudié
expérimentalement dans [4]. La principale conclusion est
que la prise en compte des corrélations empiriques dans
l’estimation des paramètres de Hurst n’apporte rien. La
meilleure stratégie est d’estimer les paramètres séparément en
considérant chaque composante du mfBm comme un mou-
vement Brownien fractionnaire scalaire, et en appliquant en
parallèle l’algorithme scalaire. On peut ensuite utiliser les
résultats pour obtenir une estimation des corrélations et des co-
efficients d’asymétrie. La seconde conclusion qui corrobore la
première est que l’estimation des exposants de Hurst et des va-
riances ne dépendent pas de la corrélation.

Pour illustrer la convergence, 1000 réalisations d’un mfBm
H1 = 0.3, H2 = 0.8, σ1 = 2, σ2 = 1, ρ = 0.7, η = 0
sont utilisées pour évaluer les statistiques des estimateurs. On
montre sur la figure (1) à gauche les variances d’estimation
des estimateurs en fonction du nombre N de points utilisé. Le
comportement en 1/N est clairement apparent (la droite poin-
tillée représente ce comportement). La représentation de droite
montre les densités de probabilité estimées pour l’estimateur
de ρ. On superpose aux histogrammes la gaussienne de même
variance et de même moyenne. L’accord est bon pour des lon-
gueurs d’échantillons assez grands, au delà de 4096 points. En
deçà, l’hypothèse gaussienne (pour des tests par example) se-
rait franchement audacieuse.
Taux de change. Pour illustrer sur des données réelles, nous
appliquons l’algorithme d’identification sur des données fi-
nancières. On traite les 10 dernières années de l’euro contre
le dollar américain et la livre sterling contre le franc Suisse.
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FIGURE 1 – G : Comportement de la variance des estimateurs en fonction
du nombre d’échantillon. D : estimation de la densité de probabilité de l’esti-
mateur de ρ.

Les données représentées sont les taux de change journa-
liers pris en clôture du marché. Si l’on considère ces taux
de change comme réalisation d’un mfBm, on obtient comme
paramètres estimés H1 = 0.49, H2 = 0.50, ρ = 0.845 et
σ2

1 = 0.4.10−3, σ2
1 = 3.10−3. L’analyse a été également ef-

fectuée sur une fenêtre glissante de 512 et 1024 échantillons,
et montre que l’estimation de H est stable autour de 0.5 pour
les deux séries (malgré une légère augmentation au cours du
temps). Par contre cette analyse montre que la corrélation chute
autour de l’échantillon 1500. Les variances sont également très
instables. On représente sur la figure 2 les traces de ces taux
de change (haut-gauche) et une trace typique du mfBm ob-
tenu par simulation en utilisant les paramètres estimés. On
note que pour la première composante, la dynamique n’est
pas rendue. Ceci correspond à une valeur de la variance es-
timée trop élevée et d’une inadéquation au modèle. Il suffit
de représenter les incréments des données et des données si-
mulées pour se convaincre de cela. Les incréments des données
réelles présentent les bouffées intermittentes caractéristiques
de signaux financiers qui suggèrent la non gaussianité des si-
gnaux ou peut être la non stationnarité des incréments.
Discussion. Malgré la corrélation entre les composantes, l’es-
timation des paramètres de Hurst ne gagne rien dans une ap-
proche multivariée. L’estimation de ces paramètres (et des va-
riances bien sûr) doit se faire composante par composante. Si la
matrice de corrélation est correctement estimée par l’approche
proposée, les paramètres d’asymmétrie ne le sont pas, et du tra-
vail reste à développer en ce qui les concerne. Si la méthode est
développée dans un cadre paramétrique très étroit, elle devrait
s’adapter assez facilement à des modèles moins contraints de
signaux multivariés présentant de la longue dépendance. Les
études théoriques seront toutefois probablement plus difficiles.
Enfin, pour pouvoir travailler sur des échantillons de petites
tailles une version de notre approche prenant en compte les
contraintes sur les paramètres doit être développée.
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FIGURE 2 – Hg : Taux de change ¤/ $ et £/FrS. 10 années des taux journa-
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