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Résumeé — L'objet du papier est d’établir les liens entre les graptiescausalité de Granger proposés par Dalhaus et Eichlier tieeorie
de l'information dirigée initiee par Massey. Nous momsaomment I'information dirigée se décompose en une soggrmesures permettant
d’inférer les graphes de causalité. Les mesures eragésadpivent &tre utilisées dans leurs versions condigéiiement causale. L'aspect pratique
est évoqué a travers la présentation d'un estimatguosant sur I'estimation de I'entropie utilisant les plusgires voisins. Deux exemples
simulés illustrent a la fois le conditionnement causdéstproblemes liés a I'estimation des mesures d'infdiona

Abstract — This paper is devoted to studying the links between Grarmesality graphs initially proposed by Dahlaus and Eictaiad directed
information theory developed after Massey. We show howctiatinformation decomposes into a sum of measures that &dlnfer causality
graphs. The measures considered must be used in their caughiional form. Some practical considerations are erahi We detail an
estimator based on nearest-neighbor entropy estimatardllustrate causal conditioning and the difficulties ofirsttion on two examples.

1 Graphes de causali également que le conditionnement par rapport aux prosessu

Les graphes de causalité de Granger ont été introduits pgupplementalres se fait jusqu'a la date 1. Une version de

. , ) s cette définition dans laquelle le conditionnement stargela
Eichler et Dahlaus pour compléter I'arsenal des modéias g . . . s : .
; . - .. - datet est possible, mais la notion d'indépendance (instarfané
phiques dans le cas de processus aléatoires multivaljés [

L n’est alors plus conditionnelle, mais inconditionnellatiRjue-
Considérons deux processuget y;, et un ensemble de me- . o . . . L
p . L L ment, on identifiera dans la suite la filtratib¥; a 'ensemble
sures complémentaires dénotg ne contenant ni ni y. x

est une cause (au sens de Granger) delativement an si des observatlon,s Passees, noig = (ws, » W)
» o N : , Nous avons étudié dans [2] une version plus forte de ces
la qualité de la prédiction dg; a partir de son passé et de

) e . définitions. Le conditionnement adopté dans la définifiest
celui dem, est améliorée pas la prise en compte du passé

x;. La prédiction peut étre réalisée de differentes raaas. Il affaibli puisque Fon ne con@uonng,que Sut, ?t non pas,_
N P M1 comme dans [2]. Ceci rend I'étude des liens avec I'in-
peut s’agir par exemple de prédiction linéaire. Dans urea

- Lo ; . formation dirigée plus difficile.
général, la prédiction est encodée par les mesuresat@br : , . ,

o L I~ Eichler a proposé de synthétiser les dépendances sous fo
lité conditionnelle. Considérons pour un processus (oent

semble)l¥ la filtration W, résumant le passé jusqu’a la date dunl graphe mixte de causalite. Chaque ”Oe“?' du graphe
i o . : représente un processus ou une composante d’'un processus
comprise. On a alors la définition suivante :

Définiion 1 : z ne cause pag relativement ame multivarié. Un lien dirigé du nceud vers le nceud signifie
' ue la composante; est une cause de la composapjere-
P(yi1|Ve, X, My) = P(yieq1| Ve, My) q ! '

. " . , . lativement aux autres composantes. Un lien non dirigéeentr
Autrement dit, conditionnellement & son passé et augpdss R »
L . les noeuds et j signifie que les composantes associées sont
autres mesures, le processug est indépendant du passé . . ) .
P I des causes instantanées I'une de l'autre, relativemarsietes
du processus. Cette définition exclut la possibilité (courante
i oo ! . .~ composantes.
en pratique) d'un lien instantané entre deux signaux (@d p A titre d’exemple. soien € (~1,1) et soit
exemple & des bruits de dynamique corrélés). Une denexié pie, P1,2,3 ’

définition doit alors étre considérée : 1 p1 0 pips
Définition 2 : 2 n'est pas une cause instantanée de pi 1 0 po
y relatvement am <  P(yir1|Vs, Xeg1, Mep1) = Le= 0 0 1 p3
P(yt+1|yt,Xt7Mt+1) pP1P2 P2 P3 1

Notons que cette deuxieme définition est symétriqueohmot ] ) i o
la matrice de covariance de la séquence multivariée gads-



. N . t
SieNNe(ey 1, Ex.t, Ey.t, €2,)" - LE Systéme suivant H(yim|rrn) = >,  H (yi|arlm,y1;i,1). Le terme dans la
somme considére; .; jusqu’a l'indice courant dans le condi-

wy = W1, Tt—1,2t—1) + Ew, > .- ol

xtt _ ;w((xtt 11 Ztt 13 +t61)t ot tionnement causal, alors qu’il considére tout le vecteyy,
Y = fm(ﬂft L) T eps (1)  dans le conditionnement usuel. Avec cette définition, seai
[ = y\Lt—1, Yt— Y, i ; i E ¢ —
= (Wi, 2eo1) + Eny de montrer que l'information dirigée s'éctif{z,.; — y1.¢) =

H(y1.n,)—H (y1.n||1.n). Le conditionnement causal peut s’ap-
pliquer a I'information dirigée elle-méme lorsque I'anaf-
faire a des données supplémentairgsL'information dirigée

X y conditionnellement causale est définie par

a pour graphe de causalité le graphe

I(xl:t - yl:thl:t) = H(yl:thl:t) - H(yl:tHxl:taml:t)

t
w z = ZI (1245 Yi | y1:im1, masi) - 2
) ’ . i=1
Les, .graphes d,e causalité pe_rmgt_tent , d une manierg, peut alors montrer deux résultats [3]. Le premier

synthétique de représenter ce que l'intuition dictegkminant
de la représentation tout I'aspect dynamique, et en neecons (214 — Y1) + I (Y1 — x1:¢) =  T(@1:45Y1:¢) ()
vant que des liens de dépendances. Insistons sur le falaque + I(z14 — yi||Dx1y),
présence de liens repose sur des propriétés conditleangue . o .
ce soit dans le cas dirigé comme dans le cas instantangi AiPY (e — yut||Dx1.;) est appeléeechange d'informa-
dans I'exemple, bien que et > soient corrélés instantanément tion instanta®, montre comment l'information mutuelle se

(termep; s dansr,), ils ne sont pas instantanément cause Purfl€COUPE en deux informations dirigedsaf., = (vaclitil)
de 'autre au sens de la définition 2 : il n’y a donc pas de lierfSt 'opérateur de retard). Notons que I'échange d’imiation

non dirigé entre les deux. Ceci traduit le fait que la ciaen ~ InStantané est symétrique. En effet, en utilisant [&@pn (2)

instantanée entre les deux est diie & une autre cause cemm(P" obtient

A l'opposé, z et y sont décorrélés, mais un lien non dirigé ¢

existe entre les deux. Ce paradoxe provient encore une fois! (z14 — Y1:e|[Dw1) = ZI (xi;yi|y1:i71,x1:i71) (4)

de la définition adoptée, qui repose sur I'indépendancelie i=1

tionnelle. Dans I'exemple; ety sont corrélés conditionnelle- qui démontre la symétrie. Ce résultat prouve qu’enegéh la

ment &z, mais ne le sont pas inconditionnellement (cela peusomme des informations dirigées deversy et dey versz

étre veérifie en examinant la matrice de précidigrt, dontles  n’est pas égale a I'information mutuelle, puisqu’il fawitajou-

termes extra-diagonaux sont proportionnels aux coeffisiga ter un échange d’information instantané. Il y a touteégalité

corrélation partielle). Cette situation apparait cast fonction  si et seulement si (xi;yi‘ylzi,l,xln-,l) = 0,Vi, c'est-a-

dex ety : le lien fonctionnel relie les deux variables de manieredire lorsquer ety sont indépendants conditionnellement a leur

conditionnelle. Ce phénoméne est bien connu en théase dpassé. Cette situation se réalise dans des modeles viergo

graphes acycliques dirigés et est révélé par la notiogrdphe  multivariés du typeX; = f(X:-1) + € ou la suite des;

moral : deux parents d’'un méme noeud doivent étre congibctéest i.i.d. et a composantes indépendantes. Dans I'exe(tpl
considéré, la matricE. étant non diagonale, il y a un échange
instantané d’'information entre certaines composantes.

2 Information dirig e Le second résultat fait le lien avec les graphes de ca@salit

Face a de multiples mesures, deux approches sont possibles

Dans 3], Massde’y |foropo§e quen p(;esenge de fee'dbacli, tfhe analyse bivariée dans laquelle on s'intéresse fofima-
mesure correcte d'information entre deux signaux n'ess pluyion girigae entre paire de signaux sans se soucier des me-

I'information mutuelle mais I'information dirigée, dafe par sures supplémentaires, ou I'analyse multivariée damselée

¢ les autres composantes sont prises en compte sous forme de
I(x1:4 — Y1) = Zl(xl:k§yk|yl:k—l) conditionnement.
k=1 Analyse bivariée.L'information dirigée peut s'écrire
ou!(z1.k; yk|y1.k—1) estlinformation mutuelle conditionnelle
usuelle [4]. Une définition alternative repose sur la noti@ (@1 = y1e) = I(@a = yral|Dara) + 1(Darie — yia),
conditionnement causal introduit par Kramers [5]. L'epi®o  somme de I'echange d’information instantané défini énet4
causale conditionnelle est définie par le termel (Dz1., — y1.¢) que nous appellerongansfert d’en-
t tropie en référence a une définition proposée initialement pa
H(y1.n||T1:0) = ZH (yi|a:1;i,y1;i,1) . T. Schreiber [6]. En I'absence de données supplémestaire
i=1 ces deux termes caractérisent les définitions 1 et 2 de la

La difference avec le conditionnement usuel apparaitdum  causalité de Granger. En effet, comme développé plug hau
utilise les regle de chainage pour écrire I'échange instantané d’'information est nul si et seuleins



x ne cause pas instantanémgntDe plus, le transfert d'en- 3 Exemples et considrations pratiques
tropie est nul si et seulement ${(x1.,-1;y:|y1.:-1) = O,

Vi, et donc si et seulement si ne cause pag. Ce résultat
généralise la décomposition obtenue dans le cas Galdsies
une précédente contribution [7]. Insistons encore staileue

ce résultat n’est valide qu’en I'absence de la prise en ¢cemp
de données supplémentaires.

Analy,se mgltwangeﬂ. La _connaissance de' donneestaiIIe finie. Sil'on se restreint au transfert d’entropienddion-
supplémentaires doit &tre prise en compte dans I'analyss elle, on estime alork( - ). Lin-
forme de conditionnement. Les définitions 1 et 2 montren#1 ’ Ltopit 1 Yl opit =1 T —pit =1 ).

o : . o .~ formation conditionnelle est estimée a I'aide de I'estiion
gue le conditionnement doit se faire de deux maniéresantiv ) . e . ) : N
s ! , de I'entropieH . Différents estimateurs d’entropie peuvent étre
gue I'on integre le présent et/ou le passédeNous pouvons

! . . A : utilisés. Nous utilisons des estimateurs fondés suritantes
donc évaluer deux informations dirigées causalementliieon - ; ,
tionnelles, (1. — yellmae) € (21 — y1e||Dimre). Ces au plus proches voisins développés par ITeonenko et ses col
: Lt A Lt Lt || =Lt ) laborateurs [8, 9]. L'estimateur de I'entropie de Shannomd
deux informations se décomposent de maniére differente

. s , . , " t leatoi ‘ecrit
SiI'on considére le passé de on obtient la décomposition vecteur aleatoire SEC“
-~ 1
I(@ie = yral[Dmue) = I(Dve — yudl[Dmase) H(w) = = > log (N = 1)CiVady) )
+  I(z14 — y1||Dx1e, Dmayy). i=1

Pour estimer I'information dirigée, I'hypothése de &taha-
rité est nécessaire. Dans ce cas et dans la limite des temps
finis, on montre que l'information dirigée est égale aitaite
d’'un seul terme d’information conditionnelle de la sommg (2
Ensuite, ne pouvant réaliser pratiquement cette liméstima-
tion des mesures d’information dirigée se fait sur unefende

oud; () est la distance entre I'observatioet sonkeme plus
proche voisin,N est le hombre d’observatiom, la dimen-
sion de l'espacelogC, = (k) est la fonction digamma,
V., le volume de la boule unité. Cet estimateur converge en
moyenne quadratique pour tokte {1,..., N — 1}. Toute-
fois, sa vitesse de convergence est inconnue, et n’est o
gue par des simulations. Ces simulations montrent que l'es-
timateur est supérieur a des estimateurs de type histogea

ou noyau, surtout lorsque la dimension augmente. Les simula
ditonnel Pour justifier le terme inconditionnel exa- tions montrent que 'estimateur de Leonenko posséde un com

minons I'exemple (1). Savoir si le terme est nul estP’OMIS blals-varlanceldependant kiget que le_choix opt!—
o R A 2 mal dek en ce sens dépend de la dimension. Pour des dimen-
équivalent & savoir siP(yilrii, yi:i-1, (W2)1i1) = sions élevees; doit &tre choisi petit, typiqguement de I'ordre
P(yi|x1;_l-,1,ylzi,l,_(w_z)lzi,l)._ Dans le cas de l'exemple, de punite. D’autre part, I'utilisation de cet estimatedans
cela revient a savoir si les bruits de dynamigaigsete,, ; sont I(a,blc) = H(b,c) + H(a,c) — H(a,b,c) — H(c) conduit &
indépendants, et ce sans étre conditionnés par les d#®sa yn piais assez fort pour I'information mutuelle conditietia.

Pour obtenir un conditionnement par rapport.&; ete..,  On utilise alors une astuce proposée par Kraskov et &espaiu

Le premier terme, appetéansfert d’entropie conditionngést
nul si et seulement di(z1.;—1; ¥i|y1.i-1, M1:5-1) = 0,Vi > 1,

ou de maniere eéquivalente (définition 1) si ne
cause pasy relativement a m. Le deuxieme terme
I(x1.+ — y1.4||Dx1.t, D) €St Symétrique em ety et s'an-
nule si et seulement s (; yi|y1:i—1, T1:-1, M1g—1) = 0
pour touti. Il N’y a donc pas équivalence avec les assertions d
la définition 2. La grandeuf (z;; y;|y1:i—1, @11, M14—1)
est appelée échange d'information instant& INcon-

causal. . ) ) _ Dans I'estimation de I'information dirigée, deux protriés,

Silon considere le passe de et son présent on obtient la jndependants du type d’estimateur, surgissent. Le preesie
decomposition celui de la dimension. Pour une fenétre d’horizon de taille
I(x1.4 — y1.el|mie) = I(Dx1a — y1.||Dma) et une dimensiom du signal multivarié, le transfert d’entro-

pie conditionnel requiert I'estimation d’entropie de ‘ednies
+ I(.Tl;t _>yl:t||Dx1:tam1:t) (5) . . - . y
de dimensionO(n x p). Quel que soit I'estimateur d’entro-
+ Al(m —y||Dz, Dy, Dz) pie, la taille des données requises pour une qualiténmasae
Dans ce cas, I'information dirigée causalement conditaie  croit vite avec la dimension. Le deuxieme probleme caneke
se découpe en la somme du transfert d’entropie conditlenne comportement de I'estimateur qui est inconnu en génénasd
de I'échange instantané d’information conditionnedied’'un  les cas non gaussiens. Pour utiliser pratiquement les astim
troisieme terme qui s'écrit tions, il faut avoir recours a des techniques statistiqiygse
AI(m — y||Dz, Dy, Dz) = I(my — yi||Dae, Dmy) boptstrap, permutations) pour évaluer biais et variagiceour
créer I'hypothése nulle.
Un premier exemple montrant I'importance du condition-
qui est également une grandeur instantanée. nement est celui de la chaine = bxi_1 + ez =
Nous n'avons donc pas dans le cas des réseaux le mémg_; + dzy:z:f_l + ey = dzi—1 + CyYi—1 + €x4
résultat que dans le cas bivarié. Toutefois, 'analyge@dente ou pour simplifier on considére des bruits de dynamiques
met en lumiere les deux grandeurs fondamentales poueinfé indépendants et normalisés, et ou les coefficients en jeu
les graphes de causalité et leur lien avec I'informatisigée.  ont été choisis de sorte a assurer la stabilitt du syeste

= I(my — yi|[Dmy)



Les tests de Geweke développés dans le cas linéair
gaussien [12, 7] sont non satisfaisants dans cet exemple
cause de la non linéarité introduite. lls ne prévoiens pa
le lien de = vers y par exemple. On évalue alors les
transferts d’entropie conditionnelx;_2.t—1; z¢|2e—1, yt—1)

ou non I(x;—2.¢—1; 2¢t|z:—1)(Uuniguement dans un sens ici a
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FIG. 2 —Histogramme de transferts d’entropie conditionnels epaiees de

X=>y X—>z y—>z

*r OO o 2 signaux dans I'exemple (6). Le trait pointille représebtet le trait plein le
s : s : L1 causale 5 : seuil correspondant a un test de niveau 0.05.
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FIG. 1 —Histogramme de transferts d’entropie entre paires de sigdans [2]
la chaine considérées. Les barres blanches conceménainkfert entre deux
signaux conditionnellement au troisieme, alors que leebaoires concernent
le transfert inconditionnel. 3]
Le deuxieme exemple reprend (1) sous la forme 4]
(5]
wy = awi—1 + dmeC?,l + Cawzt—1 + Ew,t
T = b1+ Cupzo1teEns ©) [6]
2
Yyt = CYi—1 + Coylt—1 + dwyxt_l + Ey,t
— 4 7]
Zt = AZp 1+ CuprWi1 + €4

ou pour simplifier on considére des bruits de dynamiques[g]
indépendants et normalisés, et ou les coefficients earjeaté
choisis de sorte a assurer la stabilité du systeme. Gasepte

[9]
figure (2) les histogramme des transferts d’entropie cardit
nels, calculés sur 100 réalisations du systeme, I'egion des
entropie étant réalisés sur 2000 échantillons. Lel smuires-  [10]

pondant a un test de niveau 0.05 est représenté sur chaque
graphe. La structure du graphe est correctement inféréque 1]
I'on conditionne. 12
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