Variation totale moyenne de modeles stochastiques de texture
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Résumé — On présente et illustre une formule générique permettant de calculer la variation totale moyenne par unité de surface 0y (f) d’un
champ aléatoire stationnaire f, cette grandeur 6y (f) étant appelée intensité de variation du champ f. On explicite ensuite les expressions des
intensités de variation de plusieurs modeles classiques de texture, a savoir les champs gaussiens et les modeles germes-grains.

Abstract — We present and illustrate a generic formula to compute the mean variation per unit area 0y (f) of a stationary random field f, this
quantity 0y (f) being coined the variation intensity of f. We then give explicitly the variation intensities of various classical texture models,

namely Gaussian random fields and germ-grain models.

1 Introduction

Les fonctions a variation bornée [1] constituent un modéle
trés important en traitement d’images [11]. Depuis ’article de
Rudin, Osher et Fatemi [11], la variation totale a été largement
utilisée pour divers problemes tels que le débruitage, 1’interpo-
lation d’image, ou encore la déconvolution. En ce qui concerne
les textures, la variation totale apparait généralement dans le
probleme de décomposition d’une image en tant que somme
d’une partie dite « cartoon » et une partie dite « texturée », pro-
bleme initialement formulé par Meyer [10]. Dans ce modele de
décomposition, il est considéré que la variation totale de la par-
tie texturée est élevée, voir méme infinie, tandis que la variation
totale de la partie cartoon est faible (relativement a une autre
semi-norme adaptée aux images tres oscillantes) [10, 15, 2], ce
qui est en accord avec I’observation que les images naturelles
ne sont pas nécessairement a variation bornée [8].

Bien que la variation totale des textures soit généralement
considérée comme étant €levée voir infinie, a notre connais-
sance il n’existe pas de résultat permettant de calculer la varia-
tion totale moyenne des modeles de texture classiques tels que
les champs gaussiens, les modeles shot noise ou d’autres mo-
deles germes-grains. Cependant, I’observation de réalisations
de modeles germes-grains (voir Fig. 2), qui modélisent des tex-
tures géométriques, laisse a penser que ces champs sont a varia-
tion localement bornée et que leur variation totale dépend des
caractéristiques géométriques des formes aléatoires utilisées.

Dans cette communication, on introduit la notion d’intensité
de variation 0y (f) d’un champ aléatoire stationnaire f. Cette
grandeur 6y ( f), donnée par une formule générique, représente
la variation totale moyenne de f par unité de surface. Afin
d’illustrer cette nouvelle notion, on explicite ensuite 1’inten-
sité de variation de plusieurs modeles classiques de texture,
a savoir les champs gaussiens et les modeles germes-grains.

Pour les modeles germes-grains, les formules établies pour les
différentes intensités de variation rendent explicite la relation
intuitive qui existe entre la variation totale moyenne des mo-
deles germes-grains et la géométrie des grains. En particulier,
pour tous les modeles germes-grains considérés (voir Fig. 2),
les seules grandeurs géométriques intervenant dans 1’expres-
sion de I’intensité de variation sont le périmetre moyen et la
surface moyenne des grains.

2 Intensité de variation d’un champ aléa-
toire stationnaire

Dans toute la suite, on consideére des fonctions définies sur
R%, d > 1, mais vu I’application a I’analyse de modeles de
texture on supposera que d = 2 pour les commentaires. On
rappelle que les fonctions a variation localement bornée (resp.
a variation directionnelle localement bornée) sont les fonctions
intégrables dont la dérivée (resp. la dérivée directionnelle) au
sens des distributions est représentable par une mesure de Ra-
don [1]. L’espace des fonctions a variation localement bornée
est noté BV (]Rd) et, pour toute direction u de la sphére unité
Sd-1 I’espace des fonction a variation directionnelle locale-
ment bornée dans la direction u est noté BVigc., (R?). Pour
tout ouvert G C R%, V(f,G) et V,(f,G) désignent respec-
tivement la variation et la variation directionnelle de f dans
G [1], avec la convention que ces variations valent +oo si f
n’est pas dans BV (Rd) ou BVige v (]Rd). Enfin, pour tout
ensemble mesurable A C R, la variation sur R? de la fonc-
tion indicatrice 14 est appelée le périmetre de A et est notée
Per(A).

Etant donné (€2, A, P) un espace probabilisé, on appelle champ
aléatoire toute fonction f : Q x R? — R mesurable pour la
tribu produit A ® B (R?). Un champ aléatoire est dit station-



naire si ses lois fini-dimensionnelles sont statistiquement inva-
riantes par translation. Par définition, un champ aléatoire a va-
riation (resp. variation directionnelle) localement bornée est un
champ aléatoire dont les trajectoires f(w,-) sont presque siire-
ment (p.s.) dans BVioc (R?) (resp. BVioc,o, (R?)). Si un champ
f € BVioe (R?) p.s., alors sa variation est une mesure aléatoire
de Radon [5], et on appelle mesure d’intensité de variation de
flamesure G — E (V(f,G)). De méme, pour tout u € 41
on définit la mesure d’intensité de variation directionnelle de f
par G — E(V,(f, G)).

Comme le montre le résultat suivant, les mesures d’intensité
de variation directionnelle des champs aléatoires stationnaires
sont proportionnelles a 1a mesure de Lebesgue (on renvoie a [5]
pour la démonstration).

Théoreme 1 (Définition et calcul de I’intensité de variation
directionnelle d’un champ aléatoire stationnaire). Soient f :
Q x RY — R un champ aléatoire stationnaire d’espérance
fini et u € S4L. Alors f € BV joc (Rd) p.s. et a une me-
sure d’intensité de variation directionnelle localement finie si
et seulement si la limite
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existe et est finie. Dans ce cas, la mesure d’intensité de varia-
tion directionnelle est donnée pour tout G C R® ouvert par

E (Vu(f,G)) = v, (£)L4G).

La constante Oy, (f) est appelée intensité de variation direc-
tionnelle de f dans la direction u.

Ov, (f) est la quantité moyenne de variation directionnelle
de f par unité de surface. De méme, on montre 1’existence de
intensité de variation 0y (f) qui vérifie les mémes propriétés
que Oy, (f) et qui est déterminée par :
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oll wy_1 est la mesure de Lebesgue de la boule unité dans R4~!
et %1 la mesure de Hausdorff de dimension d — 1.

En particulier, on remarque avec les formules (1) et (2) que
les intensités de variation 6y, (f) et 6y (f) dépendent unique-
ment de la famille des lois bidimensionnelles du champ aléa-
toire f.

3 Intensité de variation de modeles clas-
siques de texture
Dans cette section, les intensités de variation 8y, (f) et 6y (f)

de plusieurs modeles classiques de texture sont explicitement
données. On renvoie a [5] pour les démonstrations.

FIGURE 1 — Réalisations de deux champs gaussiens, en dehors (2
gauche) et dans BVioc (]Rd) (a droite). On remarque que le champ
gaussien de droite est tres régulier.

3.1 Champs gaussiens

On consideére un champ gaussien stationnaire fg de moyenne
i € R et de fonction de covariance C' : RY — R, ¢’est-a-dire
un champ aléatoire tel que pour tous p € N, x1,...,z, € RY,
et wy,...,wp, € R, lava. > "  w,;fc(z;) est gaussienne de
moyenne Y-y, w;j et de variance -7 ) wiw;C(x; — ;).

Proposition 2 (Intensités de variation d’un champ gaussien).
Soit u € S, fo a une intensité de variation directionnelle
Ov, (fc) finie si et seulement si la restriction de la covariance
Cy : 7 — C(ru) est deux fois dérivable en 0, et dans ce cas,
en notant C}/(0) la dérivée seconde en 0 de C,,, on a
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v, (fc) =

En conséquence, fq a une intensité de variation 0y (fc) finie
ssi pour tous v € S les restrictions de la covariance C, :
r +— C(ru) sont deux fois dérivables en 0, et dans ce cas,

Yol
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D’apres le récent article [12], la condition nécessaire et suf-
fisante (CNS) de différentiabilité de la covariance de la Propo-
sition 2 est également une CNS pour que le champ fg soit p.s.
dans I’espace de Sobolev Wlf)f (Rd). Ainsi les champs gaus-
siens a variation localement bornée sont en réalité bien plus ré-
guliers puisque leurs réalisations sont presque surement dans
W2 (RY) < Wbl (RY). En particulier, la dérivée de ces
champs gaussiens est absolument continue par rapport a la me-
sure de Lebesgue, elle n’a donc ni composante de sauts, ni com-
posante cantorienne. On en conclut que le modele des fonctions
a variation bornée n’est pas adapté aux textures gaussiennes.
En effet, soit ’intensité de variation des champs gaussiens est
infinie, soit elle est finie mais alors les champs gaussiens sont
réguliers, comme illustré par la Figure 1.

3.2 Modeles germes-grains

On considere a présent des modeles de texture géométrique
appelés modeles germes-grains en géométrie stochastique [14].
Ces modeles définissent des champs aléatoires en combinant
selon différents principes d’interaction une famille d’ensembles



(d) Feuilles mortes colorées (occlusion)
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(e) Feuilles mortes transparentes (transparence)
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(f) Un exemple de grain utilisé

FIGURE 2 — Réalisations de différents modéles germes-grains, donnés avec leur principe d’interaction entre parentheses, dont les grains sont

des rectangles ayant une orientation aléatoire uniforme (en bas a droite).

aléatoires, appelés grains, ayant chacun un niveau de gris aléa-
toire. Les différents modeles considérés sont illustrés par la Fi-
gure 2. Dans toute la suite, F désigne I’ensemble des sous-
ensembles fermés de R,

3.2.1 Le modéele shot noise

Le modele shot noise est obtenu a partir d’un processus de
Poisson indépendamment marqué ® = {(z;, X;,a;)} C R% x
F x R, ot les points {z;} forment un processus de Poisson
d’intensité A, les ensembles fermés aléatoires X; et les niveaux
de gris a; sont indépendants de lois respectives Px et F,. On
définit le shot noise en sommant le niveau de gris de chacun
des grains (voir Figure 2(a)), c’est-a-dire

fon(y)= Y

(Ij X 7aj)€q>

aj]l(y €x;+ X])

Enfin, on note X un ensemble aléatoire de loi Px et a une v.a.
de loi P,. On a alors la proposition suivante (voir [5]).

Proposition 3 (Intensité de variation du shot noise). On sup-
pose que :

— Il existe une boule B telle que E (L (X & B)) < 4oc.

- LY0X) =0 Px-p.s.

— E(Per(X)) < +oc.

- E(Ja]) < +oo.
Alors fsn est avariation bornée et Oy (f) = AE(|a|)E(Per(X)).

Ainsi, sous ces hypotheses de régularité sur la frontiere des
grains, les variations de chacune des fonctions indicatrices y +—>
a;1(y € x; + X;) s’ajoutent et I'intensité de variation est égale

au nombre moyen \ de grains par unité de surface multiplié par
la variation moyenne E(|a|) E(Per(X)) d’une fonction indica-
trice. Pour finir, on fait remarquer que dans le cas général ou
I’on somme des fonctions qui ne sont pas toutes des indica-
trices, les variations individuelles peuvent s’atténuer mutuelle-
ment et non simplement s’ajouter [3].

3.2.2 Les modeles booléens

L’ensemble booléen est le modele standard d’ensemble aléa-
toire stationnaire en géométrie stochastique [14, 13]. Il est construit
comme I'union des ensembles aléatoires =;+X; ot {(x;, X;)} C
R? x F est un processus de Poisson indépendamment marqué :

ZB = U Tj+ Xj7
JEN
comme illustré par la Figure 2(b). Ici le champ aléatoire f est
I’indicatrice de I’ensemble Zg et 1’on a
E(|1z,(ru) —12,(0)]) =2P(ru € Zget0 ¢ Zp)
=2(P(0¢ Zg)—P(ZgN{0,—ru} =10)).
Or les deux probabilités ci-dessus sont bien connues (elles sont
données par la capacité de Choquet des modeles booléens [14])
et elles font intervenir le covariogramme géométrique des grains
X, a savoir la fonction vx(y) = E (LY(X N(y+ X)) . En
utilisant le fait que les dérivées directionnelles du covariogramme

géométrique yx sont proportionnelles aux variations direction-
nelles moyennes E (V,,(X)) de X [6], on obtient :

Proposition 4 (Intensité de variation d’un ensemble booléen).
Pour tout u € S,

v, (Zp) = AE (Vo (X)) exp (—AE (£ (X)))



“ Ov(Zp) = AE (Per(X)) exp (—AE (£ (X)) .

Remarquons que la Proposition 4 est valide pour tout grain
X et généralise ainsi des résultats connus pour les ensembles
booléens a grains convexes [13, p. 386].

Les ensembles aléatoires booléens peuvent étre étendus en
un modele de champs aléatoires appelés fonctions aléatoires
booléennes. Pour cela, on considére un processus de Poisson
de grains colorés (z;, X, a;) pour lequel les niveaux de gris
a; sont positifs et on définit le champ aléatoire

fe(y) =sup ({0} U{a;, y € z; + X;}),

ce qui impose que les grains les plus clairs sont placés au des-
sus des grains les plus sombres (voir Figure 2(c)). Ce modele
généralise celui des ensembles booléens car les ensembles de
niveau supérieur de fp sont des ensembles booléens. En utili-
sant cette propriété et une formule de la coaire pour les varia-
tions d’intensité, on obtient I’intensité de variation de fp [5].

3.2.3 Les modeles feuilles mortes

Le modele feuilles mortes colorées [9, 4], initialement in-
troduit par Matheron, est un modele germe-grain reposant sur
le principe d’occlusion. Pour ce modele, en plus d’avoir une
position, les grains sont donnés avec un temps de chute afin
de pouvoir les classer chronologiquement. Plus précisément,
les grains, appelés feuilles dans ce contexte, sont donnés par le
processus de Poisson indépendamment marqué

b = {(tj,xj,Xj,aj)} C (—O0,0) X Rd x F xR

ou {(t;,z;)} estun processus de Poisson homogene sur (—o0, 0) x

R? d’intensité 1 et, comme pour les modeles précédents, les X j
et a; sont des ensembles et variables aléatoires indépendants.

Pour chaque feuille (¢;,2;, X;,a;), du fait de I’occlusion,
I’ensemble aléatoire x;+.X; est partiellement ou totalement ca-
ché par les feuilles suivantes, c’est-a-dire les feuilles qui tombent
apres le temps ¢ = t;. Au final, au temps ¢ = 0, la partie visible
de z; + X est

Vi =(z; + X;)\ U

(tr,zr, X5, ar) €D, tr>t;

x + Xp

Dés que E(L4(X)) > 0, tout I'espace R? est recouvert par les
ensembles aléatoires x; + X, et par conséquent chaque point y
de R? appartient 4 une unique partie visible. Le modele feuilles
mortes colorées y — frarc(y) est défini en associant a chaque
point y la couleur a; de la partie visible a laquelle il appartient,
comme illustré par la Figure 2(d).

Proposition 5 (Variation d’intensité du modele feuilles mortes
colorées). On suppose que 0 < E(LY(X)) < +oo et que
E(la]) < 400 et on note ay et as deux v.a. i.i.d. de loi P,.

Alors o
Ov (frme) =E(lar — GZ)W.

L’expression de 0y (frarc) est en accord avec Dintuition
puisque E(|a; — az|) représente le contraste moyen entre deux

feuilles adjacentes et le ratio % est connu pour étre la
longueur moyenne de frontiere par unité de surface.

Pour finir, mentionnons que pour le modele feuilles mortes
transparentes, modele similaire au modele feuilles mortes co-
lorées pour lequel le principe d’occlusion est remplacé par le
principe de transparence [7] (voir Figure 2(e)), I’intensité de
variation s’exprime également comme le produit d’un terme
de contraste multiplié par le ratio périmetre moyen sur surface
moyenne des grains [5].
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