Sur un algorithme de Robbins-Monro distribué

Pascal Bianchi, Gersende Fort, Walid HacHeEM, Jérémie JakuBowicz

Laboratoire Traitement et Communication de 1’Information (LTCI)
Télécom ParisTech & CNRS

[prenom] . [nom]@telecom-paristech. fr

Résumé — Ce papier étudie la convergence d’un algorithme de Robbins-Monro distribué sur un réseau basé sur la technique de “gossip”. On
montre que, sous des hypotheses vérifiables en pratique, 1’algorithme étudié converge vers un consensus entre les différents agents du réseau. Un
théoreme central limite est établi afin de préciser la vitesse de convergence. Enfin, le fonctionnement de 1’algorithme est illustré sur un exemple

d’estimation par maximum de vraisemblance distribué.

Abstract — This paper investigates the convergence of a distributed Robbins-Monro algorithm over a network, based on the “gossip” technique.
It is shown that under practically verifiable assumptions, the algorithm under study converges towards a consensus between the agents of the
network. In order to assess a speed of convergence, a central limit theorem is derived. Last, we illustrate this algorithm through a distributed

maximum-likelihood estimation example.

1 Introduction

Chercher les racines d’une équation de la forme h(6) = 0
est un probleme récurrent que I’on rencontre par exemple dans
les procédures d’optimisation de fonctions différentiables. Ré-
soudre cette équation de facon itérative est une fagon classique
de procéder [1]. Lorsque & n’est pas connue de fagon analytique
mais que 1’on ne dispose que d’une version bruitée H(6, X), on
peut utiliser 1’algorithme de Robbins-Monro pour trouver les
racines de & [2]. En traitement du signal, la maximisation de
vraisemblance par descente de gradient en est une application
typique. Dans ce cas particulier, 1’objectif consiste a chercher
les points stationnaires de la divergence de Kullback entre la
vraie loi des observations et une famille paramétrique de lois.
Dans ce cas le terme H(6, X) correspond au gradient (par rap-
port a 6) de la log-vraisemblance de 1’observation X sous le
modele de parametre 6.

Dans ce papier, nous étudions des algorithmes de Robbins-
Monro distribués (cf. par exemple [3]). Soit un graphe connexe :
les sommets modélisent les agents et les artes définissent le
voisinage de chaque agent i.e. ’ensemble des agents avec les-
quels il peut communiquer. L’ objectif est d’estimer 6, € R¢
tel que A(8,) = O lorsque h(f) = Zﬁi 1 hi(6). Pour ce faire,
chaque agent i, i € {1,---, N}, dispose d’approximations brui-
tées {H,(-, X,,;)}» de la fonction h;. De plus, les nceuds sont
capables de communiquer avec leurs voisins a certains ins-
tants (éventuellement aléatoires). Lorsque deux nceuds commu-
niquent, ils s’entendent sur une valeur commune de leurs esti-
mées qui supplante alors leurs estimées individuelles d’avant
la communication. Il s’agit donc d’un algorithme qui méle une
étape d’approximation stochastique (cf. [4, 1] par exemple) et
une étape de “gossip” (cf. [5]). Sous des hypotheses liées no-

tamment a la procédure de “gossip”, cet algorithme est un al-
gorithme de consensus.

Les algorithmes de consensus ont fait I’objet de nombreux
travaux dans la littérature récente de traitement du signal [6, 7].
Ils consistent a atteindre un état de consensus de facon distri-
buée et itérative dans le cas particulier ou le consensus cher-
ché est la valeur moyenne des quantités initiales figurant dans
chaque nceud. Plus récemment, plusieurs auteurs ont formulé le
probleme d’approximation stochastique distribuée comme un
probleme de consensus [3, 6, 8].

La principale contribution de ce papier est de fournir une
analyse complete de la convergence d’un algorithme de Robbins-
Monro distribué : nous montrons que cet algorithme est stable,
qu’il converge vers 1’ensemble des zéros de & et nous étudions
la vitesse de convergence. Ce papier généralise les travaux an-
térieurs de [3]. Tout d’abord, nos hypothéses sont moins res-
trictives ; en particulier, nous ne supposons pas que la fonction
objectif & est bornée. Ensuite nous énoncons des conditions
simples qui garantissent la stabilité de la procédure stochas-
tique (sans recourir a des étapes de stabilisation comme par
exemple, les techniques de reprojection (voir e.g. [1])). Enfin
nous étudions le comportement limite de cet algorithme sous
des hypotheses sur les perturbations H; et les champs moyens
h; facilement vérifiables.

On commencera par décrire précisément 1I’algorithme distri-
bué étudié, ainsi que les hypotheses afférentes dans la section
2. Apres quoi nous présenterons les deux principaux résultats,
sans preuve, faute de place, toujours dans la section 2. Enfin
nous illustrerons 1’algorithme étudié sur un probléme de loca-
lisation distribuée par un réseaux de capteurs dans la section
3. Ce probleme de localisation sera abordé par la méthode du
maximum de vraisemblance.



2 Algorithme : description et analyse de
convergence

2.1 L’algorithme

Soit un graphe connexe composé de N nceuds, N > 1. Etant
donnée une suite de variables aléatoires (X, ;)qen 2 valeur dans
R™ correspondant a 1’observation au temps n par le nceud i,
une fonction H; : RY x R™ — RY, et une famille de matrices
N XN aléatoires doublement stochastiques {W,},, chaque nceud
i construit itérativement un processus stochastique 6, ; a valeurs
dans R?. Chaque itération comprend deux étapes :

[Etape locale] Au temps n, chaque nceud i calcule 8, par :

gn,i =0Op-1,i v Vn Hi(gn—l,i ;Xn,i) , (1)

ol y, désigne un pas déterministe positif.
[Etape de “gossip”] Chaque nceud i calcule une nouvelle
estimée comme la moyenne pondérée des estimées voisines :

N
en,i = Z Wl’l(i’ ]) én,j b
=1

ot W, = [wn(, j)]f"jzl. Lorsque w,(i,i) = 1, 6,; = 6, et le
nceud i n’échange avec aucun voisin. La loi des matrices W, est
telle que w, (i, j) = O si les nceuds i et j ne sont pas connectés.

Formulation vectorielle : Cet algorithme peut se résumer
sous forme vectorielle par

0, = W,® Id)(on—l + 'YnH(On—l;Xn)) P (2)

ol ® désigne le produit de Kronecker, /; la matrice identité
d x d, la fonction H : R™N x R2™ — RN est donnée par

H(0;x) = (Hl @ x)" - ,HN(9N;XN)T)T

X, = (Xn,ls cee
sition.

,X,n)et@ = (6y,...,6y). T désigne la transpo-

2.2 Les hypotheses

La suite des communications effectuées par les nceuds du
graphe au fil du temps est modelisée par une suite de matrices
aléatoires (W,),>1. Pour n > 1 on introduit la o-algébre 7, =
(6o, X1:n5 Wi.n). On suppose que la loi du vecteur aléatoire
X,+1 conditionnellement a 7, vérifie I’hypothése de Robbins-

Monro :
IP)(XnJrl € A|7:n) = NHM(A)

pour tout ensemble mesurable A € R et olt (ug)gerav €st une
famille donnée de mesure de probabilités sur RV, Pour chaque
6 € RN on note Eg[g(X)] = fg(x),ug(dx).

2.2.1 Notations

On désigne par 1y le vecteur N X 1 dont les composantes
valent toutes 1. On suppose également que : On note J :=
(117 /N) ® I, le projecteur orthogonal sur le sous-espace de

consensus {]1 ®0:0¢ Rd} et J* := I,y — J le projecteur ortho-
gonal sur le sous-espace orthogonal a I’espace de consensus.
Pour tout @ € R, on a
1
0=1®)+J"0 ol 0y := ﬁ(]lT ®1)0. (3

Notons que par définition de J, (@) = (6 + --- + Oy)/N est la
moyenne des N sous-blocs de taille d du vecteur 6.

Définissons le champ moyen h : R? — R¢ de 1’algorithme
de Robbins-Monro distribué par :

h(O) := E1go (H(1 ® 6; X))] , “4)

2.2.2 Hypotheses

Hypothese A1 a) La matrice W, est doublement stochas-
tique, i.e. W,1 = WI'l = 1.
b) Les matrices (W,),>1 sont i.i.d. et le rayon spectral de
E(W, WlT) — J est strictement inférieur a 1.
c¢) Pour tout couple de fonctions f, g,

E[f (W D8Xn+DIFn] = ELf (WD E[8(X+1)16,] -

La condition Ala) est satisfaite pourvu que les nceuds co-
ordonnent leurs poids. Des schémas de coordination sont étu-
diés dans [3, 5]. La condition Ala) est aussi satisfaite dans le
cas d’un réseau asynchrone (cf. [5] pour les détails ainsi que
la section 3 pour une bréve discussion). La condition Alb)
s’interpréte comme suit. L’idée générale des algorithmes de
type “Gossip” est que E(W, W) soit assez proche du projec-
teur orthogonal 117 /N sur la droite {1 : t € R}; de sorte que
I’algorithme (2) atteigne un consensus. La condition A1b) sur
le rayon spectral assure que la quantité d’information echan-
gée dans le réseau reste suffisante pour atteindre le consensus.
L’hypothese portant sur le caractere i.i.d. des matrices W,, peut
étre affaibli de sorte a couvrir le cas ou le nombre moyen de
communications entre les nceuds puisse varier dans le temps
et méme tendre vers O lorsque n tend vers I'infini. Dans ce
cas il faut renforcer la condition sur le rayon spectral de fagcon
adéquate. La condition Alc) implique que les variables aléa-
toires W,,1; et X,,,1 soient indépendantes conditionnellement au
passé. De plus, la loi conditionnelle de X),.; ne dépend du passé
que par ’intermédiaire de 6, : c’est 'hypotheése de Robbins-
Monro.

On suppose également vérifiées les deux hypotheses suivantes
qui portent sur les pas de 1’algorithme.

Hypothése A2 a) La suite (déterministe) (y,),> est stricte-

ment positive et vérifie ), y, = oo.
b) Il existe @ > 1/2 tel que :
lim n%y, =0 4)

L’hypothese A2a) est classique et nécessaire au bon dérou-
lement des algorithmes d’approximation stochastique. Elle as-
sure que les pas de temps permettent de discrétiser la demi-
droite réelle positive dans son entier. L’hypotheése A2b) précise
la vitesse de décroissance de ces pas de temps. Elle est vérifiée,
par exemple, si Y, y* < co.



0 variable muette (€ RY)

0 variable muette (¢ R%)
i estimée du capteur i au temps 7 (€ RY)
9, estimées des N capteurs (€ R4N)
(6,) estimée moyenne (€ RY)
J projecteur sur I’espace des consensus (€ RY)
J+e, vecteur des écarts au consensus (€ R*)
X, observations concaténées au temps n, (€ R™)

h(0) champ moyen de 1’algorithme (€ R? — R?)

V(6) fonction de Lyapounov associée a h
H(6;X) | champ perturbé (€ RN x RN — RIVN)
(H(#; X)) | moyenne de H (€ RN x RN — RY)
Ty vecteur (1,---, )T (€ RY)
YV pas de I’algorithme (€ R)

TaBLE 1: Résumé des notations

Hypothése A3 11 existe une fonction V : RY — R* telle
que :
a) V soit différentiable et VV soit Lipschitz.
b) Pour tout 8 € R, VV()" h(6) < 0.
¢) Il existe une constante Cy, telle que pour tout 6 € RY,
IVV(@)? < Ci(1 + V(6)).
d) Pour tout M > 0, I’ensemble {6 € R? : V(6) < M} soit
compact.
e) L'ensemble £ := {0 € R? : W(8)" h(8) = 0} soit borné.
f) V(L) soit d’intérieur vide.

L’hypothese A3b) signifie que V est une fonction de Lyapou-
nov pour le champ moyen 4. Quand & est connu (et continu),
A3 combiné a la condition ), y, = +co permet de prouver la
convergence de la suite déterministe 7,11 = t, + V,+1h(t,) vers
I’ensemble £. Quand % est inconnu et remplacé par son ap-
proximation stochastique H, le comportement limite de 1’algo-
rithme bruité est le méme pourvu que H satisfasse a des condi-
tions de régularité et que (y,) vérifie 3, y2 < co.

Nous supposons que :

Hypothese A4 a) Il existe une constante C, telle que pour

tout § € R4V,

Eo |IH(; X | < C2 (1+ V() +1746P) ,

Eq [(H(8; X)) = (H(J8; X))| < C31J46],
[Eg(H(6; X)) — Ejo(H(JO; X))| < CalJ 0] .

b) La fonction A soit continue sur R.

2.3 Analyse de la convergence

Résultat 1 (Convergence) Sous les hypotheses Al, A2, A3, A4
I’algorithme (2) converge presque-siirement,

lim 0, -1®(6,) =0, lim d({6,,), £) = 0.

De plus, presque-siirement, ({8,)),>1 converge vers une com-
posante connexe de L.

Le théoréeme 1 affirme que, presque-siirement, le vecteur 6,
converge vers 1’espace de consensus lorsque n — oo. Et que

de plus, la valeur moyenne des estimées sur le graphe converge
vers une composante connexe de L. Quand £ est un ensemble
fini, le théoréme 1 entraine, que (§,,) converge presque-siirement
vers un point de L.
Le résultat suivant précise la vitesse de convergence sous des
hypotheses supplémentaires.
On note 6, un point de RY vérifiant :
Hypotheése A5 a)0, € L.
b) Le champ moyen h est différentiable au point 0, et
h(®) = Vh(6,)(O — 6,) + 0|6 — 6.*) pour tout § dans un
voisinage de 6., ot Vh(6.) désigne la matrice Jacobienne
d x d de h au point 6...
¢) Vh(6,) une matrice stable : la plus grande partie réelle
—L de ses valeurs propres est strictement négative.
d) Il existe 6 > 0 tel que la fonction :

6+ Eq [IH(6: )]

soit localement bornée en 1 ® 6..
e) La fonction Q : RN — R définie par :

Q(0) = Eg[ ((H(0, X)) — Eo(H(8, X)))
.((H(8,X)) — Eo(H (0, X)) ]

a valeurs matricielles est continue au point 1 ® 9.,.
f) O(1 ® 0.) est définie positive.

Résultat 2 (Théoreme Central Limite) En supposantAl, A3,
Ad et y, = yon=® avec a € (1/2,1]; en supposant qu’il existe
un point 0, assurant A5 ; alors, conditionnellement a I’évene-
ment [(8,) — 0,], ona:

Y120, -126,) - 10Z

ou Z est un vecteur gaussien d X 1 centré de matrice de cova-
riance X est ['unique solution de :

(VhO)" + {I)X + Z(VR(E) + {1y) = — Q")

oul=0siae(1/2,1)et{ =1/Q2yp)sia=1.Sia=1,il faut
2Lyg < 1 ou L = max RA pour A valeur propre de Vh(6,).

3 Maximum de Vraisemblance distribué

On dispose d’observations i.i.d. {(X, 1, -, X, ~)}, de loi de
densité f, sur RE™ et d’une famille de densités {f(x, 0)}gera
sur RX™ de la forme f(x,0) = I—[Zl fi(xi;6) ou fi(-;0) est une
densité sur R™ . Il s’agit d’estimer 1’estimateur de maximum de
vraisemblance distribué.

Dans cette application, H;(6, x) = Vylog fi(x;6); ue(dx) =
f.(x)dx pour tout @ € RN et

N
h(0) = %Z fvglogﬁ(x;e)ﬂ(x)dx, geRr?.
i=1

Il est facile de vérifier que la fonction V(6) := f log fi(x) fi(x)dx—
f log f(x;0) f«(x)dx est une fonction de Lyapunov. Puisque
VV =—h,ona L ={0cR?: VV(0) = 0} et les résultats énon-
cés en Section 2 assurent la convergence de ’algorithme de
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Ficure 1: Réseau de 20 capteurs et 4 sources

Maximum de Vraisemblance distribué vers les mémes points

limites que 1’algorithme de Maximum de Vraisemblance stan-

dard (i.e. centralisé¢). En observant que V est la distance de

Kullback entre f. et la famille { f(x, 8)}gcre, On retrouve 1’inter-

prétation de I’estimateur du maximum de vraisemblance comme
recherche de la densité dans la famille { f(-, 0)}gere qui minimise

la distance de Kullback a la vraie loi f..
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Ficure 2: Pour chacune des sources k (ordonnées par abscisse
croissante), tracé de n — A, (k)

Nous illustrons numériquement le comportement asympto-
tique de cet algorithme. Pour ce faire, on considere le réseau
décrit Figure 1 : on dispose N = 20 capteurs sur le carré [0, 1]x
[0, 1] (représentés par un cercle), qui veulent estimer la position
de D = 4 sources (représentées par une étoile) ; les traits pleins
représentent le systeme de voisinage de chaque capteur. La po-
sition des capteurs est connue (et notée z;, z; € C). On veut esti-
mer 8, = (A.(1),--- ,6.(D)) € CP - ou, de fagon équivalente, un
vecteur de R avec d = 2D -, le vecteur collectant les coordon-
nées des D sources. Les observations sont simulées en prenant
fo ~ CN(Oy,Diag (0'2 ‘71'2,0)) ol les variances o7, ...07,
sont supposées connues et données par o, = 10/6.(k) — zl* +
0.1. On implémente 1’algorithme (2) en prenant y, ~ 0.1 n~%¢
Pour I’étape de “gossip”, on sélectionne aléatoirement un cap-
teur i et un de ses voisins j, et on pose w, (i, j) = w,(j, i) = 1/2,
wy(k, k) = 1 pour k # {i, j}.

Sur la Figure 2, on visualise la convergence vers 1’espace de
consensus. On définit A, (k) := |0,(k)— 1 ®0,(k)|, ot 8,(k) € CV

est le vecteur extrait de 6,, qui collecte les N estimées de la po-
sition de la source k. Pour chacune des sources k € {1,--- , D},
on trace 1’évolution de A, (k) en fonction du nombre d’itérations
n. Cette quantité tend vers zero, ce qui illustre la convergence
vers ’espace de consensus et plus précisément, vers le maxi-
mum de vraisemblance ..

Sur la Figure 3, on visualise la vitesse de convergence donnée
par le TCL : on trace n — v, 1§, ot &, est une estimation
par une méthode de Monte Carlo basée sur 500 réplications,
de I’erreur quadratique E [Iﬂn -1® H*IZ]. On peut observer la
convergence de cette quantité, ce qui confirme 1’expression de
la vitesse de convergence de I’erreur quadratique d’estimation.
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