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Résumé — Les capteurs multi-composantes, comme les accélérometres tri-axiaux, retournent des mesures vectorielles exprimées dans leur
propre repere. Pour interpréter les mesures d’un tel capteur, il faut connaitre son orientation par rapport a un repere absolu i.e. son attitude
absolue. On s’intéresse dans cet article a I’estimation d’attitudes absolues dans les réseaux de capteurs multi-composantes a partir d’une matrice
d’attitudes relatives i.e. attitude d’un capteur relativement au repere d’un autre capteur. Ce probleme, analogue au probléme de localisation via
une matrice des distances, est introduit via le formalisme des quaternions. Cette approche permet d’exprimer une solution analytique dans le
cas ol toutes les attitudes relatives sont connues. Une expérimentation avec des systemes réels a été mise en oeuvre afin de valider la méthode
d’estimation dans un cas concret.

Abstract — Measures of multi-components sensors, like tri-axial accelerometers, are provided in their own axis system. To interpret the
measures of such a sensor, it is necessary to know its orientation with respect to an absolute axis system i.e. its absolute attitude. In this article,
our interest is focused on retrieving absolute attitudes of sensors of a distributed network using a relative attitudes matrix i.e. a matrix containing
attitudes of sensors relatively to axis systems of other sensors. This problem, similar to the localisation problem using an Euclidean distance
matrix, is solved using the quaternion formalism. This approach allows to derive an analytical solution when all relative attitudes are known. An
experimentation with real systems has been realised in order to validate our estimation method in a real case.

1 Introduction. SNA. L algorithme de résolution est détaillé dans la section 3.

Enfin, la section 4 est dédiée a la validation de 1’algorithme sur
Ce papier s’intéresse a I’estimation d’attitudes absolues dans  des mesures réelles.

les réseaux de capteurs déployés, 1’attitude absolue ! d’un cap-

teur étant son orientation par rapport a un repére absolu. L’es- . . .

timation d’attitudes a des applications dans le domaine de la 2 Formalisation du prObleme SNA.

capture de mouvements, notamment en navigation spatiale [9]

et aéronautique [3] ainsi qu’en biomédical [6]. Généralement, 2.1 ~Quaternions et matrice de quaternions.

les systémes utilisés permettent de retrouver directement 1’ at-

. Lo h Un quaternion q est un élément de la forme q := +
titude du capteur [3]. Or, le déploiement des réseaux de cap- . 1 q\ . a 1o

¢ " ¢ Sne 4 d f . - ig1 + jg2 + kqs ou les q,, n = 1...4, sont des nombres
eurs multi-composantes méne a des configurations ot 'onne ¢, ¢ 1.3,k vérifient i2 = j2 = k? = ijk = —1. Len-

peut pas centraliser les données et seule 1’attitude d’un capteur semble des quaternions, noté H, est une algébre non commuta-

par ra?poft aun autre est accesmble,.on parle ,d attitude rela- tive qui généralise I’algebre des nombres complexes. On définit
tive. L’objectif est alors de reconstruire les attitudes des cap- _

. . . . = — ig1 — jgo — kg3 le quaternion conjugué de q et
teurs a partir des attitudes relatives et d’attitudes déja connues d L do 2 (hg JZQ 2 (]13/2 d Jug q
. e X lal :== (¢5 + ¢7 + ¢5 + ¢3)"/* lanorme de q. On note S ’en-
dites de références. Ce probleme que nous appellerons SNA . SRS
) . semble des quaternions unitaires i.e. de norme 1. On rappelle
(Sensor Network Attitude problem) n’est pas sans rappeler le les relations suivantes : Pq = Gp et qq = |q|?
probleme SNL (Sensor Network Location problem) de locali- ' '
sation dans les réseaux de capteurs via la matrice des distances
euclidiennes [2].
L’organisation du papier est la suivante. Dans la section 2,
on introduit I’ensemble des quaternions et leur lien avec les ro-
tations de I’espace. Ceci est utilisé pour formaliser le probleme

On note HM*" ’ensemble des matrices de quaternions de
taille M x N, Tr I’opérateur trace et * I’opérateur qui trans-
pose et conjugue. La norme de Frobenius d’une matrice A €
HM*N est [|A||r := Tr(A A*)'/2. Une matrice hermitienne
A est une matrice qui vérifie A = A*. H étant non commu-

1. Pour alléger la rédaction, on simplifiera “attitude absolue” par “attitude” tative, toute matrice carrée a des valeurs propres a droite et
lorsque qu’il n’y a pas d’ambiguité. a gauche qui peuvent étre différentes. Dans cet article, nous




aurons uniquement besoin de considérer les valeurs propres a
droite. Afin d’alléger la rédaction, le sens ne sera plus précisé
dans la suite. On peut montrer que toute matrice hermitienne
A € V> auniquement des valeurs propres réelles et qu’elle
est diagonalisable dans une base orthonormée i.e. il existe Ue
HN*N telle que U U* = I et A=UILU"ou I est la ma-
trice identité de taille N, I := diag(\1, ..., Ax) est la matrice

diagonale qui contient les valeurs propres de A [10].

2.2 Quaternions unitaires, rotations 3D et atti-
tudes.

Toute rotation 3D est caractérisée par un angle 6 et un vec-
teur u € R3. La matrice de la rotation d’angle 6 et de vec-
teur u := [ 3] exprimé dans la base canonique de R? peut
étre paramétrée par le quaternion unitaire q := cos(6/2) +
sin(6/2)u, ot u = «ai + 3j + ~k, via la transformation [3] :
2(q193 + qoq2)

2(q2q3 - qoq1)
q - q1 - QQ + Q5

2(q192 — q093)
@ —ai+a—ad
2(q2q3 + 9o0q1)

B+a—d—¢
2(q192 + 90q3)
2(q193 — 90q2)

R(q) =

Cette paramétrisation est utile car elle permet de manipuler des
rotations 3D dans I’algébre des quaternions.

On fixe pour toute la suite un repere Ry que I’on choisit
comme repere absolu. Soit R le repére d’un capteur a trois
composantes. L’attitude (absolue) d’un capteur est la rotation
3D qui transforme R en PRy. Comme toute rotation 3D peut
étre paramétrée par un quaternion unitaire, I’attitude d’un cap-
teur peut aussi étre paramétrée par un quaternion unitaire. Dans
la suite, on ne distinguera pas 1’attitude, la rotation et le quater-
nion unitaire associé.

2.3 Enoncé et critere.

Soit N capteurs a trois composantes de reperes Ry, . . .
et d’attitudes qy, . . . , g rangées dans le vecteur des attitudes
Q = [aqi,..., qN]T Un capteur dont I’attitude est connue
est dit de référence. Soit Q le sous-vecteur de Q contenant
les quaternions associés aux références, c’est le vecteur des
références. L attitude relative entre le capteur m et le capteur
n est la rotation qui transforme R,,, en R,,. Cette rotation est
représentée par le quaternion q,., = qmnq,- On a q, =
Qn,m- Ces quaternions sont rangés dans la matrice des attitudes
relatives A. On pourra noter que :

A=QQ @

Dans toute la suite, les variables chapeautées par ~ sont
les variables dont on dispose (entrées de 1’algorithme) et qui
sont éventuellement bruitées, et, les variables chapeautées par
A sont les variables estimées pendant et par I’algorithme. Un
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variable non chapeautée est une variable théorique (non bruitée).

Le probleme SNA consiste a estimer le vecteur des attitudes
Q a partir d’'une matrice des attitudes relatives bruitées A et

d’une matrice des références QT aussi bruitée. Il est difficile

d’extraire de cette formulation un critére a minimiser qui inclut
les informations a priori sur le bruit (via le théoréme de Bayes,
par exemple). On discutera de la difficulté de modéliser le bruit
sur les attitudes relatives dans la section 4. En I’absence d’in-
formation a priori sur le bruit, on cherche a minimiser le critere
des moindres carrés suivant :

Q = arg max I

) ~PP||% )
PesVx1P, =Q,

[

ou P désigne le sous-vecteur de P associé aux références. On
peut montrer que la résolution de ce probleme est NP-difficile,
méme en retirant la contrainte P € SV*! (i.e. P parcourt
HN>*1) en le comparant au probleme SNL [2]. Tout estima-
teur de Q est donc sous-optimal.

3 Algorithme de résolution.

3.1 Description.

L’algorithme s’inspire de la résolution du probleme SNL par
une approche de type MDS (Multidimensional Scaling) dont
on trouvera 1’origine et la description dans [7]. L’idée est de
résoudre le probleme non bruité et d’utiliser cette solution dans
le cas bruité. La résolution du probléme non bruité se fait en
deux étapes. On recherche un vecteur de quaternions R solu-
tion de RR* = A. Toute solution de cette équation, appelée
solution particuliére, est proportionnelle a droite au vecteur des
attitudes i.e. il existe un quaternion s tel que Q = Rs (cf.
annexe 6.1 pour la preuve de ce résultat). La deuxieme étape
consiste a estimer s grace aux références. A 1’aide de ce qua-
ternion et d’une solution particuliere on peut estimer Q. On
détaille maintenant comment ces deux étapes sont réalisées.

3.2 Estimation d’une solution particuliere.

En I’absence de bruit, on montre via la relation (1) que A
est une matrice hermitienne de valeurs propres : N (nombre
de capteurs), d’ordre 1 et 0, d’ordre N — 1. De plus, Q est un
vecteur propre de A associé a I’unique valeur propre non nulle
N. En pratique, A est bien hermitienne mais bruitée. Dans ce
cas, N n’est plus valeur propre et les valeurs propres nulles en
I’absence de bruit ont une amplitude non nulle. L’idée consiste
a estimer un vecteur propre R € HV*! de A associé a sa plus
grande valeur propre . Cette étape est réalisée en adaptant la
méthode de la puissance itérée [8] aux matrices de quaternions
hermitiennes (cf. annexe 6.2).

3.3 Estimation de ’isométrie et du vecteur des
attitudes.

Pour estimer s, on utilise le fait que I'isométrie qui échange
Ren Q et la méme que celle qui échange R en Q On
cherche alors a minimiser le critére des moindres carrés sui-
vant :

L N B o2
§ := argmax 1Q, — R, t[|% )
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FIGURE 1 — De gauche a droite. Une star Watch. Le rhom-
bicuboctaedre instrumenté par 9 Star Watch. Une mesure de
I’accélérometre et du magnétometre du capteur 4.

On peut montrer sans aucune difficulté que la solution est donnée

par 1’équation normale que 1’on écrit :

s—(RR) (RQ,) @

Le vecteur des attitudes peut alors étre estimé par le vecteur
Q = RS dont on normalise chaque composante afin d’obtenir
un vecteur de quaternions unitaires. On trouvera dans [1] une
preuve de la robustesse de cet algorithme, des bornes sur les
erreurs ainsi qu’une étude de la complexité algorithmique.

4 Validations expérimentales.

4.1 Configuration.

Pour valider expérimentalement 1’algorithme de résolution,
on utilise des Star Watch développées par le CEA-Leti. Une
Star Watch (figure 1) est un systéme combinant un accéléro-
metre triaxial et un magnétometre triaxial. Les mesures sont
échantillonnées a 200 Hz et quantifiées sur 12 bits par le syste-
me, puis les données sont envoyées a un dispositif d’acquisi-
tion par un protocole de communication sans fil. L’intérét d’un
tel systeme est la possibilité d’estimer 1’attitude du systéme a
partir de ses données accélérométriques et magnétométriques
lorsque celui-ci est immobile (cf. sous-section suivante).

Le protocole mis en oeuvre consiste a disposer 9 Star Watch
SW1,...,SWy sur un rhombicuboctaedre (figure 1) et d’enre-
gistrer les données du réseau de capteurs immobiles pendant 5
secondes (pour information, on représente en figure 1 la confi-
guration expérimentale ainsi qu’une composante de I’accéléro-
metre et du magnétometre de SW,). Le repére absolu choisi
correspond a la face supérieure du rhombicuboctaedre. La géo-
métrie connue du rhombicuboctacdre permet de connaitre le
vecteur des attitudes théoriques Q et la matrice des attitudes
relatives théoriques A. o

4.2 Estimation des attitudes relatives.

On décrit ici I’algorithme utilisé pour estimer les attitudes re-
latives entre chaque paire de Star Watch qui seront les données
d’entrée pour notre algorithme de résolution du probleme SNA.

Pour toute Star Watch immobile, 1’accélérometre mesure le
champ de pesanteur g et le magnétometre mesure le champ
magnétique terrestre h, tous deux exprimés dans le repere du
capteur. Pour m = 1...9et¢ € [0,5s], on notera [g]m,, (¢) la
mesure de I’accélérométre et [h]gx, (¢) la mesure du magnéto-
metre de SW,,,. On peut écrire les fonctions de mesures sui-

vantes :
[gln, (1) = Rlama)lglm, () +07,,0) )

]y, (1) = Rl@mn)lb]s, )+ () (6)
ol R est défini en (1), ., est le quaternion unitaire associé

a ’attitude relative entre les capteurs m et n, et, bfmn et b’fnm
sont les contributions des bruits de mesures associés respec-
tivement aux accélérometres et aux magnétometres de SW,,
et SW,. Ces derniers sont des processus stationnaires, gaus-
siens et centrés 2. On néglige la dépendance entre chaque com-
posante d’un capteur de sorte que les matrices de covariance
Iy et I‘f,w de by, ,, et bfmn soient diagonales. Dans ce cas,
I’estimateur optimal de q, , est défini implicitement par le
probléme de minimisation suivant :

A, 1= arg IélelISlHFi’nm (gn — E(q)gm) H%

ou 8.8 h _ eth, sontles vecteurs obtenus en moyennant
les mesures associées sur toute la durée d’enregistrement (5
secondes). Pour résoudre ce probleéme, nommé probleme de
Wabhba [9], on utilise un algorithme classique [4] basé sur I’al-
gorithme de décomposition en valeurs singuliere.

On remarquera qu’il est difficile d’expliciter la densité de
probabilité de g, » sachant la densité de probabilité de bfn,n et
bf,,, - Plusieurs simulations ont €t€ effectuées dans le but d’ap-
procher la densité de q,, , par une densité classique (Gauss,
Poisson, etc.) sans succes. La difficulté provient de la contrainte
sur la norme des quaternions. On pourra trouver une discussion
approfondie de ce probléme dans [5].

L’algorithme d’estimation d’attitudes relatives présenté ci-
dessus est utilisé pour déterminer les 36 attitudes relatives qyy, »,
avec 1 < m < n < 9. Les attitudes relatives sont ensuite
rangées dans la matrice des attitudes relatives bruitées A. La
figure 2 représente (a gauche) les erreurs en entrée, c’est a dire
sur les attitudes relatives calculées a partir de A et A.Ona

e(A) = [|A - Allr/||Allr ~ 2 x 107*%.

4.3 Estimation des attitudes.

On teste maintenant notre algorithme. On choisit d’avoir un
seul capteur de référence, SWW. On applique I’algorithme avec

2. Ces hypotheses ont fait I’objet de vérifications expérimentales



w Erreurs en entrée
T T
2L 1
(38)
g
fir
@4 3
I .
38) 4, (7.8)
olok “‘WBT j’u. ¢ T (wT s L2l
(b 1D 3| Teo e,
5 10 15 20 25 30 35

Numéra de la pare (1)) = 9*(-1)4

%107 Erreurs en sortie

Erreur (%)

UI?T i 1

3 4 5 5 7 ] El
Muméro du capteur

FIGURE 2 — Gauche : Erreurs en entrée. Droite : Erreurs en
sortie. Les erreurs sont exprimées en pour cent.

pour entrées la matrice é et le vecteur des références QT, qui
contient donc uniquement 1’attitude du capteur SW;. Le vec-
teur des attitudes estimées est noté Q. La figure 2 représente (a
droite) les erreurs en sortie, c’est-a-dire sur les attitudes, cal-
culées 2 partirde Q et Q. Ona e(Q) := ||Q — Q|#/||Q||r ~
1.8 x 10~*%. Ces résultats valident la fiabilité de 1’algorithme
dans une situation réelle. En observant les erreurs sur les atti-
tudes relatives des couples qui contiennent SWj et ’erreur sur
I’attitude de SWg, on remarque que 1’algorithme a conservé la
répartition des erreurs.

5 Conclusion.

Nous avons formalisé le probleme SNA en utilisant I’algébre
des quaternions. Un algorithme de résolution de ce probleme
dans le cas d’une matrice d’attitudes relatives complete a été
décrit. L’algorithme a été validé en simulations (cf. [1]) et sur
des données réelles justifiant ainsi I’applicabilité de 1’algorithme
a des situations concretes.

En perspective, il sera intéressant d’étudier une version dis-
tribuée de cet algorithme afin d’améliorer son fonctionnement
dans des situations réelles. D’autre part, on pourra développer
I’étude de la densité de probabilité de la matrice d’attitudes re-
latives afin de calculer une borne de Cramer-Rao et d’adapter
notre algorithme pour qu’il soit efficace (connaissant la densité
du bruit en entrée bien sir).
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6 Annexes.

6.1 Isométrie des solutions particulieres.
Théoreme 1. VR € SV, QQ* = RR* < Js € S,Q = Rs.

Preuve. La preuve de la réciproque est immédiate. Soit R € SV vérifiant
1
les hypothéses du théoreme 1 et soit s = —R* Q € H. En multipliant a

droite par Q I'égalit¢ QQ* = RR™ on obtient bien Q = R s. De plus,
cette derniere égalité implique que s est unitaire car Q et R contiennent des
quaternions unitaires.

6.2 Méthode de la puissance itérée pour des ma-
trices de quaternions hermitiennes.

On présente la méthode de la puissance itérée pour des matrices de quater-
nions hermitiennes via le théoréme suivant :

Théoréme 2. Soit A € HV > une matrice hermitienne de valeurs propres
(a droite) [A1]| > |>\72| > ... > |An|. Soit Uy, ..., Uy une base propre (a
droite) de HY associée & A . Soit Xy = Efil U,a; un vecteur de HY avec
a; # 0.Lasuite définie par: X, | = A X, vérifie || X, 1 |[/[|Xg]] — A1
et X, tend vers un vecteur propre de A associé a A1 quand k — 4-o00.

Preuve. Pour tout entier k, X, = AF Xy = vazl Qi/\fai, et donc )\fklk
tend vers Upa; quand kK — +oo. Il est aisé de conclure avec cette limite.

11 est intéressant de noter que la méthode de la puissance itérée s’étend aux
matrices de quaternions hermitiennes car elles sont diagonalisables et toutes
leurs valeurs propres commutent avec tous les quaternions (car elles sont réelles).
On notera de plus que méme si Uy est inconnue, la condition a; # 0 est tou-
jours vérifiée "grace” aux incertitudes numériques. Enfin, comme dans le cas
complexe [8], on améliore la convergence en considérant les suites V; =
X /|1 X ]| et Xy = AV, qui vérifient [ X [[/[IXg ]| — Aret Vy
tend vers un vecteur propre de A associé a A1 quand k — +oo .



