
Une extension ave variables latentes du modèled'analyse en omposantes independantesSelwa Rafi, Mar Castella, Wojieh PiezynskiInstitut Téléom; Téléom SudParis; Département CITI; UMR-CNRS 51579 rue Charles Fourier, 91011 Evry Cedex, Franeselwa.rafi�it-sudparis.eu, mar.astella�it-sudparis.euwojieh.piezynski�it-sudparis.euRésumé � Cet artile traite du problème de séparation aveugle de soures (SAS) dans le as d'un mélange linéaire instantané.Nous étendons le modèle d'analyse en omposantes indépendantes (ACI) en un nouveau modèle où les soures peuvent êtredépendantes. Conditionnellement à un proessus latent, l'indépendane ou non des omposantes des soures est ontr�lée. Nousproposons une méthode de séparation qui ombine: (i) une séparation par ACI lassique réalisée sur l'ensemble des éhantillonsdont les omposantes sont onditionnellement indépendantes, et (ii) une méthode d'estimation du proessus latent qui repose surune proédure d'estimation onditionnelle itérative (ECI). Des simulations on�rment la plus grande généralité de notre modèleet montrent que notre méthode permet la prise en ompte d'une dépendane partielle des soures.Abstrat � This paper deals with the problem of blind soure separation of instantaneous linear mixtures. The IndependentComponent Analysis (ICA) model is extended to a new model where the soures an be dependent. Depending on the valueof a latent proess, the unknown soures are assumed either mutually independent or dependent. We propose a separationmethod whih ombines: (i) a lassial ICA separation performed using the set of samples whose omponents are onditionallyindependent, and (ii) a method for estimation of the latent proess using the Iterative Conditional Estimation (ICE) method.Simulations on�rm the great generality of our model and show that our method takes into aount a partial dependene betweenthe soures.1 IntrodutionLa séparation aveugle de soures (SAS) est un domainede reherhe atif en raison d'un large spetre d'applia-tions potentielles (audio, téléommuniations, biologie,. . .).Dans le as des systèmes linéaires instantanés multi-entrées/multi-sorties, la SAS orrespond à la tehniqued'analyse en omposantes indépendantes (ACI), qui estdésormais bien onnue [5℄. L'hypothèse de base de l'ACIonsiste en l'indépendane mutuelle des soures. Toute-fois, ette hypothèse n'est pas toujours néessaire pourla SAS et peut être remplaée par d'autres hypothèses.À titre d'exemple, dans le as des mélanges statiques,les soures peuvent être séparées si elles sont déorréléesseulement, à ondition que leur non-stationnarité ou leurouleur puisse être exploitée. D'autres propriétés telles quel'appartenane à un alphabet �ni peuvent aussi être utili-sées [4℄. Nous onsidérons dans e travail des soures dé-pendantes mais ne ferons auune hypothèse, ni sur la non-stationarité, ni sur la ouleur. À notre onnaissane, peude référenes ont abordé la SAS dans un tel ontexte [1,3℄,bien que l'intérêt des soures dépendantes ait été mis enévidene dans ertaines appliations.Notre apport est de proposer un modèle qui ombine e-

lui d'ACI ave un modèle probabiliste sur les soures. Demanière stohastique, elles sont ainsi dépendantes ou in-dépendantes à di�érents instants. Notre méthode exploiteles sous-éhantillons où les soures sont générées de façon�indépendante�. Un proessus ahé dé�nit les instants oùles soures sont indépendantes et nous l'estimons grâe àun algorithme d'estimation onditionnelle itérative (ECI).En�n, le proessus ahé est ou bien une suite de variablesaléatoires indépendantes et identiquement distribuées, oubien une haîne de Markov.Dans l'ensemble de l'artile N (0, Σ) désignera la loigaussienne de moyenne nulle et de matrie de ovariane
Σ, L(λ) est la distribution salaire de Laplae dé�nie par leparamètre λ. Nous utiliserons le signe ∼ pour indiquer ladistribution suivie par une variable aléatoire et P(r |X; θ)représente la loi de r onditionnellement àX sous la valeur
θ du paramètre.2 Extension du modèle ACI2.1 Mélange linéaireNous onsidérons un veteur observé de taille N , x(t) ,

(x1(t), . . . , xN (t))
T, qui résulte d'un mélange linéaire de



N signaux inonnus et non observés appelés soures. End'autres termes, il existe une matrie A ∈ R
N×N et unproessus à valeurs vetorielles, s(t) , (s1(t), . . . , sN(t))

T,tel que pour haun des T éhantillons t ∈ {1, . . . , T} nousavons :
x(t) = As(t). (1)Soit X , (x(1), . . . ,x(T )) la matrie N × T ontenantles observations et S , (s(1), . . . , s(T )) la matrie N × Tdes soures. La matrie A est inonnue, et l'objetif dela SAS onsiste à restaurer S à partir de X. Nous sup-posons A inversible et le problème revient don à estimer

A ou son inverse B, dite matrie de séparation. Une so-lution onnue et appelée ACI [5℄, néessite généralementdeux hypothèses : les omposantes des soures sont nongaussiennes �sauf éventuellement une� et sont indépen-dantes. Ave es hypothèses, on peut estimer une matrie
B ∈ R

N×N telle que y(t) = Bx(t) restaure les souresà des ambiguïtés de permutation et de fateur d'éhelleprès.2.2 Variables latentesDans e travail, nous proposons un modèle et une mé-thode qui étendent ACI a�n d'a�aiblir l'hypothèse d'in-dépendane. L'idée onsiste à introduire un proessus a-hé r(t) qui selon sa valeur à l'instant t, ontr�le l'indé-pendane ou la dépendane des omposantes de s(t). Soit
r , (r(1), . . . , r(T )). On suppose :A1. Conditionnellement à r, les variables aléatoires ve-torielles s(1), . . . , s(T ) à di�érents instants sont in-dépendantes.A2. Le proessus ahé r(t) prend ses valeurs dans {0, 1}et, onditionnellement à r(t) :(i) si r(t) = 0, les omposantes de s(t) sont mu-tuellement indépendantes et non gaussiennes, sauféventuellement une au plus ;(ii) si r(t) = 1, les omposantes de s(t) sont dépen-dantes.Dans un ontexte SAS, si le proessus r était onnu,on pourrait appliquer les tehniques d'ACI en ignorant leséhantillons à des instants où les soures sont dépendantes.Plus préisément, soit I0 , {t ∈ {1, . . . , T} | r(t) = 0}l'ensemble des instants où les omposantes de s(t) sontindépendantes. Alors, le sous-ensemble X0 , (x(t))t∈I0de l'ensemble des observations X satisfait les hypothèseshabituellement exigées par les tehniques d'ACI. L'idéede notre travail onsiste à e�etuer alternativement et demanière itérative une estimation de B (orrespondant à
A−1) et des données ahées r.2.3 Modèle des souresNotre méthode est valide quel que soit le nombre Nde soures. Cependant, nous onsidérons le as simple de

N = 2 soures, qui orrespond également aux donnéesonsidérées dans nos simulations. Dans l'hypothèse A2(ii),les omposantes dépendantes de S sont générées ave deuxaratéristiques di�érentes selon les as étudiés :� Cas 1 :Soit u le veteur aléatoire dé�ni par :
u ,

1√
2

(

s1(t) + s2(t)
s1(t) − s2(t)

)

. (2)Le veteur u est alors distribué selon une loiN (0, σ)×
L(λ). Les omposantes de u sont indépendantes, u1 ∼
N (0, σ) et u2 ∼ L(λ). Un exemple illustratif est donné�gure 1 ;

(a) (b)Fig. 1 � (a) Réalisation des soures s = (s1, s2) orrespondantau Cas 1 ave λ = 9 et σ = 0.7. (b) Observations x = Asorrespondantes.� Cas 2 : Pour tout t ∈ {1, . . . , T} : s1(t) = s2(t).Intuitivement, notre méthode onsiste à éliminer l'ensem-ble du nuage des points dépendants dans les distributionsde la �gure 1 et utiliser les données restantes pour uneséparation basée sur l'ACI lassique.3 Estimation des paramètres et seg-mentation du proessus latentNotons θ les paramètres à estimer, 'est-à-dire la ma-trie B et les paramètres qui dé�nissent la distribution de
r. L'ensemble (r,X) est appelé données omplètes, tan-dis que X onstitue les données inomplètes. Le modèlede la partie 2 orrespond au as où nous ne disposonsque des données inomplètes pour estimer θ. Il est à noterque l'adjetif aveugle est utilisé pour indiquer que S n'estpas disponible, tandis que inomplète indique que r estinonnu.Estimation Conditionnelle Itérative (ECI)ECI est une méthode d'estimation utilisée dans le on-texte de données inomplètes [7,8℄ et qui onsiste à dé�nirde façon itérative une séquene (θ̂[q])q=1,2,... de valeurs desparamètres en partant d'une valeur initiale. A haque ité-ration [q], les paramètres θ̂[q] sont obtenus à partir des



observations et des valeurs à l'itération préédente [q− 1].L'estimation par la méthode ECI néessite :� l'existene d'un estimateur à partir des données om-plètes θ̂(r,X) ;� la possibilité de aluler E{θ̂(r,X) | X; θ̂[q−1]} ou desimuler des réalisations de variables aléatoires selonla loi P(r|X; θ̂[q−1]).La méthode ECI se déroule de la manière suivante :� Pour les estimateurs θ̂j dont on peut aluler l'espé-rane onditionnelle, l'estimation est donnée par :
θ̂
[q]
j = E{θ̂j(r,X) | X; θ̂j

[q−1]}; (3)� Pour les estimateurs θ̂j dont on ne peut pas alulerl'espérane onditionnelle, un nombre �xé K ∈ N
∗de réalisations de r sont tirées selon la loi a posteriori

P(r|X; θ̂[q−1]. En notant r(k) es réalisations, l'expres-sion de l'estimation est donnée par :
θ̂[p] =

1

K

K
∑

k=1

θ̂(r(k),X) (4)4 Modélisation de (r,S)Notre modèle est un modèle original qui ombine un mo-dèle statistique de (r,S) ave un modèle ACI sur (S,X).Cette ombinaison nous plae dans un ontexte plus géné-ral que le ontexte de la séparation ou de la segmentation :� dans le as de la séparation, l'hypothèse d'indépen-dane des soures s(t) du modèle ACI est plus res-tritive que l'hypothèse A2.� dans le as de la segmentation, le modèle probabilistede (r,X) est posé sans auune relation partiulière,'est-à-dire, sans l'équation (1).4.1 Modèle pour le alul de la loi P(r |X; θ)Le modèle supposé sur (r,S) pour le alul de la loi
P(r |X; θ) est distint de elui indiqué en 2.3 et remplaépar une distribution moins informative mais plus robusteque elle véri�ée par les données.Dans l'algorithme d'estimation, on suppose que la loi deprobabilité P(r,S) s'érit de la manière suivante :

P(r,S) = P(r)

T
∏

t=1

P(s(t)|r(t))Où P(s(t)|r(t) = 1) est telle que les deux omposantes
ui, i = 1, 2 du veteur u dans (2) sont distribuées selon
ui ∼ 1

2L(λ)+ 1
2N (0, σ). En d'autres termes, lorsque r(t) =1, haque omposante de u est modélisée par un mélangede densités de probabilité gaussiennes et de Laplae. Ladistribution hoisie pour u permet de remédier aux am-biguïtés de permutations du modèle d'ACI. Finalement,lorsque r(t) =0, P(s(t)|r(t) = 0) est modélisée par unedistribution gaussienne.

4.2 Modèle du proessus ahé rDans la version la plus simpli�ée de notre méthode,
r est modélisé par un modèle de Bernoulli i.i.d. Nousavons don P(r) =

∏T

t=1 P(r(t)) ave P(r(t) = 0) = pet P(r(t) = 1) = 1 − p. Notre méthode peut être étendueau as où r est modélisée par une haîne de Markov sta-tionnaire. Dans e as, la distribution de probabilité de rest donnée par : P(r) = P(r(1))
∏t=T

t=2 P(r(t) | r(t − 1)) où
P(r(t) | r(t − 1)) est donnée par une matrie de transitionindépendante de t. Un intérêt de la modélisation par unehaîne de Markov réside dans sa plus grande généralité,tout en ayant la possibilité de aluler P(r |X; θ) grâe àl'algorithme forward-bakward [6℄, permettant ainsi l'ap-pliation de la méthode ECI [7℄.5 ExpérimentationsNotre méthode est une ombinaison des deux algori-thmes ACI et ECI. L'estimateur en données omplètes
θ̂(r,X) repose sur l'une des méthodes ACI lassiques ap-pliquée à un sous ensemble des éhantillons et que l'onnote ACI dans la desription de notre algorithme donnéei-dessous.Initialisation des paramètres θ̂[0] = (B̂[0], p̂[0]).Pour q = 1, 2, . . . , qmax, répéter :� aluler P(r |X; θ̂[q]) et tirer r̂[q] selon ette distribu-tion,� dé�nir : Î [q]

0 = {t | r̂[q](t) = 0} et X̂
[q]
0 = (x(t))

t∈Î
[q]
0� B̂[q+1] = ACI(X̂

[q]
0 )� mettre à jour les paramètres du proessus r.Dans le as le plus simple où r est i.i.d la dernière étapede l'algorithme dérit i-dessus onsiste à mettre à jour lavaleur estimée de p donnée par p̂[q+1] = 1

T

∑T

t=1 P(r(t) =

0 |x(t), θ̂[q]). On préise don que nous estimons p parl'equation (3) tandis que B est estimée par l'equation (4)ave K = 1.5.1 Les paramètres des donnéesDans nos simulations, le proessus r est soit une suitei.i.d ave P(r(t) = 0) = p et P(r(t) = 1) = 1 − p, soitune haîne de Markov. Les soures sont générées suivantle modèle dérit dans le paragraphe 2.3 sur les donnéesdépendantes et mélangées selon l'équation (1). La ma-trie de mélange est tirée aléatoirement. Nous ompa-rons la qualité de séparation obtenue par notre méthode(ACI+ECI) ave elle obtenue par une méthode lassiqued'ACI qui ignore la dépendane des soures. Pour N = 2,nous présentons les valeurs moyennes sur 1000 réalisationsde Monte-Carlo de l'erreur quadratique moyenne (EQM)en fontion du paramètre p orrespondant à la probabi-lité d'indépendane des soures. Nous avons hoisi l'algo-rithme Jade [2℄ omme méthode de séparation lassique,



et le nombre d'itérations de l'algorithme ECI a été �xéempiriquement à qmax = 20.5.2 Variable latente i.i.d.Dans un premier temps, nous avons testé notre méthodedans le as où le proessus r est i.i.d. Sur la �gure 2 sonttraées les valeurs de l'EQM en fontion des valeurs de laprobabilité p d'indépendane des soures, sur des donnéesdont les omposantes dépendantes sont générées selon leCas 1 du paragraphe 2.3 ave λ =
√

2 et σ = 1. Nousomparons les di�érentes méthodes : Jade appliquée sur
X, notre méthode (ECI+ACI) et Jade appliquée sur X0noté (Jade+r). Le dernier as est un as idéal que nous nepouvons appliquer que si nous disposons des données om-plètes. La �gure 2 montre lairement l'e�aité de notreméthode de séparation pour des valeurs de p supérieuresà 0.3. L'amélioration de la qualité de séparation est net-tement observée pour des valeurs de p omprises entre 0.4et 0.9.

Fig. 2 � Pour T = 5000 éhantillons, omparaison en fontionde p des méthodes de séparation : Jade seul / Jade+ estima-tion de r par ECI / Jade + r onnu (données omplètes). Enabsisse, p = P(r(t) = 0) (soures indépendantes pour p = 1).Dans un deuxième temps, nous avons étudié le as oùla distribution a posteriori onsidérée pour (r,S) est di�é-rente de elle véri�ée e�etivement par les données. L'étudea été e�etuée pour di�érentes tailles d'éhantillon et pourune valeur de p égale à 0.5. Les données onsidérées sonttelles que les omposantes dépendantes sont générées selonle Cas 2. Les distributions supposées pour (r,S) sont lesmêmes que pour l'expériene préédente, ave ette fois
λ = 5. Les résultats sont présentés dans le tableau 1 etmontrent l'e�aité et la robustesse de notre méthode visà vis d'une erreur de modélisation de (r,S).5.3 Variable latente de MarkovNous avons testé notre méthode dans le as où le pro-essus r est une haîne de Markov stationnaire ave lamatrie de transition ( 0.9 0.1

0.1 0.9 ). Nous avons omparé les va-

T Jade Jade + ECI Jade + r1000 6.0 10−1 5.4 10−2 1.3 10−32000 6.2 10−1 3.0 10−2 0.6 10−35000 6.4 10−1 2.7 10−2 0.2 10−310000 6.3 10−1 2.7 10−2 0.1 10−3Tab. 1 � Valeurs moyennes de l'EQM pour di�érentestailles de l'éhantillon et pour p = 0.5.leurs de l'EQM obtenues ave notre méthode �Jade+ECI�basée sur le modèle de haîne de Markov ahée pour leproessus r et �Jade+ECI� basée sur un modèle i.i.d pour
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