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Résumé — Pour les systémes de communications numérique, il est difficile en général de trouver 'expression analytique du Taux
d’Erreur Binaire (TEB). Dans ce cas, on utilise la méthode de Monté Carlo pour compter les erreurs. Ceci exige, a fort rapport signal
a bruit, un nombre important d’échantillons afin d’avoir un estimateur efficace du TEB. Dans ce papier, nous proposons d’estimer la
densité de probabilité, de facon non paramétrique, de I’observation soft en sortie du récepteur. Cette densité est estimée en utilisant
la méthode du noyau. Le critere du maximum de vraisemblance est utilisé pour calculer le parametre de lissage optimal de la
méthode du noyau. La probabilité d’erreur est ensuite estimée a partir du parametre de lissage et de 'ensemble des observations
soft. Quelques résultats concernant la convergence de 1’estimateur seront donnés ainsi que quelques simulations de performances
dans le cadre du turbo code de 'UMTS ainsi que dans le cadre d"un systeme CDMA.

Abstract — This paper addresses the problem of unsupervised BER estimation for communication systems where no prior infor-
mation about transmitted bits is available at the receiver. We introduce a new technique using kernel pdf estimation together with
maximum likelihood-based smoothing parameter computation. Performance is evaluated in the case of CDMA and turbo codes.
We show that the new technique provides good BER estimates even in the region of high SNR while it requires a few number of
observations.

1 Introduction la méthode du noyau, a calculer le parametre de lissage
optimal selon le critére de 'EQMI. Un parametre sous-
optimal a été calculé en supposant que les observations
sont gaussiennes. Dans ce papier, nous utilisons le critere
du Maximum de Vraisemblance pour calculer de fagcon
précise le parametre de lissage. La formulation mathéma-
©ue tique sera donnée dans ce papier. Quelques performances
(MCQ). Cette méthode est basée sur I'estimation de la fonc-  goront analysées dans le cadre du turbo Code de 'UMTS

tion de densité de probabilité (fdp) de l’observation souple (rendement 1/3), ainsi que dans le cadre d’un systéme
en sortie du récepteur. La méthode du noyau est utili-  cppMA.

sée pour l'estimation de la fdp. Dans ([1]), le parametre

de lissage a été calculé selon le critere de la minimisa-

%On del Erreur Quadra’gc!ue Moyenne’ Integrée (EQMI,). 7 Méthode du n oyau
ne version non supervisée de cette méthode est donnée

dans ([2]). Dans ([3]), nous avons suggéré de modéliser

la fdp par un mélange de Gaussiens. Le nombre de com-

posantes est calculé en faisant appel a la théorie de I'in-

formation mutuelle. L'algorithme EM a été utilisé pour

estimer I'ensemble des parametres du mélange. Dans les

deux cas, méthode du noyau ou mélange de gaussiens,

le TEB est donné par une expression simple en fonction

de I’ensemble des observations soft et des différents pa-

rametres estimés pour le modele de la fdp retenu. *Ce travail est financé a 50% par le Pracom (Pole de Recherche
Dans ([1]), nous avons montré toute la difficulté, pour Avancée en Communications) et a 50% par la région de Bretagne.

Nous avons suggéré dans une publication récente ([1])
une nouvelle méthode d’estimation de la probabilité d’er-
reur (Pe) pour un systéme de communication numérique
au lieu d’utiliser la méthode classique de Monté Carlo

Nous allons donner dans ce paragraphe une breve des-
cription de la méthode du noyau et de son utilisation
pour l'estimation de la probabilité d’erreur. Le lecteur pour-
ra trouver une description complete dans ([1, 4]). Soit
fx(z),lafdp des observations en sortie du récepteur. fx ()
est un mélange de deux fdp conditionnelle qu'on peut
écrire :




Calculations of In(f) by both h N+ and h N-
T T T

—470y

-480f

—-4901

In()

-500

-5101

-520r

-530r

_5400 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Y

FIG. 1 - Les courbes de In (H
In (Hi\i‘l fXjN_ (Xl)) en fonction de hy.

XNJr (Xi )) et

fx(@) = mfy @)+ fy (@) (1)
ol f;*(-) (resp. f;){ (+)) est la fdp conditionnelle de 1’ob-
servation soft X sachant b; = +1 (resp. b, = —1), 7. =

Plb;=+1]etn_ = P[b; = —1],avec 74 + 7— = 1. Nous
supposons que nous connaissons parfaitement la parti-
tion des observations {(X;), ., } en deux classes C; et
C_ qui contiennent respectivement les observations soft
X; correspondant a la transmission du bit d’information
b; = +1 (resp. b; = —1). Soit N, (resp. N_) le cardinal
de C, (resp.C_). La méthode du noyau ([5, 6]) est utilisée
pour estimer les deux fdp conditionnelle par :

1 Z K(:c—Xi) o)

Nihy, h
+ N+ Xi€C+ N+

fXN+( T) =

out hy, est le parametre de lissage qui dépend de la
taille de I'observation, N.. K (-) est une fdp quelconque
(appelée le noyau). Le lecteur pourra retrouver tres faci-

lement les équations correspondants a f?{. Le choix de
hn., est tres important. Le calcul de hy, optimal dans le
sens de la mnimisation de I'EQMI n’est pas simple (voir
[1, 3]). Dans le cas d'une distribution Gaussienne et un
noyau Gaussien, le pas sous-optimal est donnée par :

hy, = (3N+> oy 3)
2

ou o7 représente la variance de C.. Dans ce papier,
nous proposons une solution différente pour déduire le
parametre de lissage hy, (resp.hy_) utilisant la méthode

du maximum de vraisemblance (Maximum Likelihood
(ML) criterion). Etant donné que toutes les sorties recues

sont indépendentes, on pourra maximiser (Fig.1) la fonc-

tion In (H fx v ( i)) (resp. In (Hlj\;’l fg{,zv, (Xi))) par
rapporta hy, (resp. hy_). Cest-a-dire qu'il suffit de trou-
ver une valeur de hy, (resp. hy_) qui annule la dérivé de

’

N,
N lln ] [Fv.
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FIG.2-[In (]_[ fX N, (X ))] en fonction de Ay, .

la fonction considérée [In (H f o (X ))]’
(resp. [In G_L 1 fX N (X ))] )- La fonction ln<[_[iji+1 A;)(fNJr (Xi))
(resp. hqq_[i:‘1 b X ( Z)) ) peut étre exprimée ([7]) comme :

Ny
1 X; ;Xf
In K| ——= 4
(Hfm+ ) Z (M NH;@ ( s ))()

N_ N_
b X — X
n fx g In K| ———=||5)
(}:[1 N ) (N_hN j=1,5#1 < hN* ))

La dérivée de la function del’equation (4) s’exprime comme :

Ny X X

N / O P e Ny e % )
H fo+( D= f_Z x—x; |©

‘N K(0)+E7 i KC hN+ )

Le pas hjy, (resp.hy_) peut étre utilisé comme une va-
leur initiale. On propose ici un algorithme itératif pour
calculer la valeur optimale de ., (resp.hn_).

On a ensuite simulé sous MATLAB Ia relation entre la
dérivée de la fonction de vraisemblance [ln(j_[l | ;’gf N+( X,))

(resp. [In ij\;‘l f?(_,N_ (Xl-))]’) par rapport a hy, etle para-
metre hy, (resp.hy_). Le résultat est illustré dans la fi-
gure. 2. On constate qu’on obtient toujours une fonction
décroissante. En conséquence, le point d’intersection (le

point en jaune dans la Fig. 2) entre la courbe de la fonc-

tion [T} fXy, (X:)1" resp. {11V ficn. (X)1) et
I'axe des abscisses est unique, la valeur correspondante
peut étre considérée comme la valeur optimale. Avec un
nombre d’échantillons suffisant, on peut facilement esti-
mer l’expression mathématique de la fonction

m( T £, (X)) Gresp. In(TTY fXx. (X)) afin de
trouver le point d’intersection pour calculer le parametre
optimal hy, (resp.hy_).

L'inconvénient principale de cette solution est que le
degré de précision de 1'estimation de BER dépend de la
méthode utilisée pour estimer 'expression mathématique
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FIG. 4 — Illustration de la méthode de Newton.

des dérivés des deux fonctions de vraisemblance. Par exe-
mple, pour augmenter le degré de précision des fonctions
[ln (H f ge N+( ))]’, on peut utiliser la méthode poly-
nominale (voir Fig.3) avec un grand ordre, mais ceci aug-
mente aussi le nombre des échantillons et ainsi la com-
plexité de I’algorithme.

La méthode polynomiale (curve fitting) peut étre amé-
liorée de facon suivante : on met en oeuvre la méthode
de Newton pour trouver le point d’intersection entre la
courbe et ’axe des abscisses. La Fig.4 représente le prin-
cipe de cette méthode. Avec la valeur initiale i}, (resp.-

~_), on calcule la valeur correspondante de

[In (H f X, (X ))] Ensuite on trace la tangente (ligne

en rouge), on obtient le premier point d’intersection avec
I'axe des abscisses (point en bleu). En répétant cette pro-
cédure, on peut trouver le deuxiéme point d’intersection
(point en jaune) qui est certainement plus proche de la
valeur optimale de hy, .

Apres plusieur iérations, on peut trouver une valeur

tres proche ([8]) de la valeur optimale. L'equation sui-
vante donne la relation entre iy, a l'itération n en fonc-
tion de hy, alitération précédente :

f'(hyy (n—1))

ot f(h,) = [ (TI%% fitw, (X0))1'

L’avantage de cette méthode est que le nombre des ité-
rations est beaucoup plus réduit par rapport a la pre-
miere méthode et ainsi on peut diminuer la durée de cal-
cul.

hov, (1) = hy, (0 — 1) - %)

3 Estimation de la probabilité d’erreur

La probabilité d’erreur est donnée par :

Pe = 7T+/

Pour estimer la probabilité d’erreur, nous devons éva-
luer I’expression de 'équation (8). On peut montrer que
dans le cas d’un noyau Gaussien, l'estimation de la pro-
babilité d’erreur peut étre donnée par l'expression sui-

‘/ante (VOII' |2 ) .
X eC_

oll Q(-) représente la fonction de répartition complémen-
taire Gaussiénne, i.e., Q(z) = [ } exp (—t2/2)dt. On
peut montrer que cet estlmateur est asymptotiquement
sans biais et qu’il couverge en moyenne quadratique ver
De-

+oo
z) dz + 7 /0 fo (z) dz (8)

Pen=n Q(

+X€C+

4 Performance

Dans ce paragraphe, quelques performances des dif-
férentes méthodes sont données dans le cadre d'un sys-
teme CDMA ainsi que dans le cadre d'un turbo code. Le
tableau 1 représente la valeur optimale et initiale du para-
metre hy, pour différents SNR dans le systétme CDMA.
La figure 5 (en haut) montre quelques résultats de simu-
lations dans le cas d'un systeme CDMA et ceci dans le
cas ot1 la fdp est modélisée par un mélange de Gaussiens
([3]). Pour chaque point 1 000 observations soft ont été
utilisés. Nous avons montré que nous pouvons atteindre
de tres faible probabilités d’erreur (10~2°), en moins de 2
secondes alors qu’en méme temps, la méthode de Monté
Carlo (courbe verte) n'a pu donner aucune estimation
au delas de 10 dB. La figure 5 (en bas) montre les pre-
miers résultats obtenus, avec la méthode du noyau, pour
le turbo code de 'UMTS de rendement 1/3 avec une taille



trame de 500 bits d’information. La méthode proposée
(courbe rouge) a nécessité 7 fois moins d’échantillons que
la méthode de Monté Carlo (courbe verte). Des études de
comparaisons trés poussées seront menées lors des pro-
chains mois.

TAB. 1 - La valeur optimale et initiale du parametre hy,
pour différents SNR

SNR 1 2 3 1 5 6
RN initial || 02450 0.2186 | 0.1866 | 0.1759 | 0.1493 | 0.1297
AN, optimal_|| 0-2161 | 02462 | 0.2398 | 0.1872 01722 | 0.1412

5 Conclusions

Dans cet article, nous avons présenté une méthode d’es-
timation de la probabilité d’erreur basée sur les valeurs
de décision soft observée a la sortie du récepteur d'un
systéme de communication numérique. La méthode du
noyau nous a permis d’estimer la densité de probabilité
de ces observations. Le parametre de lissage optimal est
calculé en utilisant le critéere du maximum de vraisem-
blance. La probabilité d’erreur est ensuite simplement dé-
terminée a partir du parametre de lissage et 'ensemble
des observations soft obtenues a la sortie du récepteur.
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