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Résumé —Le présent article traite du probléme de la détection de sources dananés géseaux d’antennes, lorsque le nombre d’échantillons
disponibles du signal observé est du méme ordre de grandeur qombend’antennes du réseau. Nous nous plagons dans une situat&n ou
nombre de sources a détecter est petit devant les dimensions duesyst&ous considérons les signaux sources comme déterministesret inc
nus, ce qui nous permet de traiter d’'une maniere unifiée différegfastieses possibles. Nous proposons une approche basée savdes
récents concernant la localisation des plus grandes valeurs singdlignesmatrice aléatoire i.i.d perturbée par une autre matrice déterministe
de petit rang. Ces modeles sont habituellement appelés "spiked mddesta littérature. Aprés un résumé des principales propriétés concer-
nant les "spiked models", nous appliquons ces résultats au problélaeléiection de sources. Nous en déduisons immédiatement un seuil de
détectabilité, dans le cas ou le nombre d’antennes du réseau et le rigdrantillons tendent vers I'infini au méme rythme, et le nombre de
sources émettrices reste constant.

Abstract — This paper deals with the problem of source detection in large sensorrkstwoa context where the number of available snapshots
of the observed signal is of the same order of magnitude than the nwwhaetennas. We make the hypothesis that the number of sources is
small compared to the dimensions of the system, and the source signalsamed unknown deterministic. The proposed approach is based on
recent results concerning the localization of the largest singular valaesi®.d random matrix additively perturbed by a low rank deterministic
matrix. This matrix model is referred in the literature to "spiked model". Aftesummary of the main properties of the spiked models, we
address the detection problem of deterministic sources corrupted bytea @dussian noise. We deduce from the "spiked models" theory a
detection threshold when the number of antennas and the number shsigpend to infinity at the same rate, while the number of sources
remains constant.

1 Introduction d’antennes du systéme, ces estimateurs affichent de trés mau
vais résultats, notamment car I'estimateur standard deala m
trice de covariance des signaux n’est plus consistant @éaés |

L'estimation du nombre de sources dans un signal dégradfime considéré. Dés lors, il est naturel de se demanderss'il e
par du bruit est un probleme fondamental en traitement du shossible d’améliorer les méthodes existantes ou de tralever
gnal comme dans de nombreux autres domaines comme |a gegsuveaux estimateurs consistants dans le regime ot le gombr
physique, la finance ou le biomédical. Dans le cadre du traitey'¢chantillons disponibles et le nombre d’antennes disyst
ment d’antennes, la détection du nombre de sources esteme pfoyu dimension des observations) tendent vers I'infini au mém
miere étape cruciale pour pouvoir obtenir dans un seconpsemyythme. La théorie des matrices aléatoires permet de répond
des informations plUS préCiseS sur la localisation descesur aces questions_ Les récents travaux de Ba|k-S||Verﬂl;m'nI2

(directions d'arrivée), ainsi que les niveaux de puissagceis.  permis d’apporter une caractérisation assez fine du coewport

De nombreuses méthodes ont été proposées, certaines basgegt asymptotique des plus grandes valeurs propres de ma-

sur des tests statistiques de rang (voir par exemple Andersgrices aléatoires du typE y X%, avecE y = ——T''/2W ol

[]), d’autres basées sur des critéres de théorie de lfimdition Wy est une matrice aléatoire de taillé x N dont les entrées

(voir notamment Stoica-Selen [11] pour un résumé). Ces Mé&sont complexes i.i.d, centrés, de variance unité, dont le mo

thodes sont le plus souvent basées sur une estimeée empiriqii@nt q'ordre4 existe, e une matrice de covariance dont les

de la matrice de covariance des signaux. Elles s'averenéen g ajeurs propres sont toutes égales sauf un petit nombrére’en
néral relativement performantes, lorsque le nombre digcha gjje5 Ce modéle de matrice aléatoire est référencé daits la |

tillons disponibles est suffisant et bien plus grand que 4a diggratyre sous le nom de "spiked models”. Baik et Silverstein

mension du signal observe. ont notamment montré que &i valeurs propres dE sont plus

_Malheureusement, lorsque le nombre d'échantilions dispQgrandes qu'une certaine valeur seuil, alors exacterfiens-
nibles est limité, et du méme ordre de grandeur que le nombre



leurs propres d& y X} se détacheront des autres, quadd  aléatoirefiy = 5 ,i”zl d5, - Les résultats sont valides des

et NV tendent vers l'infini au méme rythme. Ce travail a étéque K < M, et ne supposent pas nécessairementijusoit
suivi d'un certain nombre de papiers en traitement du sjgnalndépendant déV. Pour montrer la convergence de la oy,
appliquant ces résultats au probleme de la détection deesur il est équivalent de montrer la convergence simple de sa-tran
dans du bruit, et de nouveaux estimateurs et tests staistidpy  formée de Stieltjes (T.Sth v, définie par

nombre de sources, bien adaptés au régime asymptotique ou le R

nombres d’échantillons et d’antennes tendent vers I'irdini N (z) = / M — in (ENZy — ZIM)il ,

méme rythme, ont été proposés (voir par exemple Kritchman- R A2 M

Nadler [7], Nadakuditi-Silversteir [10], Bianchi et all j4]l ourtoutz € C+ = {z € C : Im(z) > 0}. Le théoréme qui
faut cependant noter que les résultats précédents ne peuvg[]it exprime le fait qugiy est proche d'une certaine mesure

s'appliquer qu'au cas ou les signaux sources sont gaUSSieaé probabilité déterministe pouy grand. Il est di a Dozier-
i.i.d, centrés et indépendants entre eux, car il faut pows®i Silverstein|[6]

ramener au modéle multiplicai y = \/LNI‘WWN.

Dans ce papier, nous mettons en évidence un seuil de déhéoreme 1. Il existe une suite de mesures de probabilité dé-
tectabilité basé sur les valeurs propres de la matrice da-covterministes absolument continugsy) telle que presque sa-
riance empirique, et proposons un estimateur du nombre dement (p.s.)in — uny — 0 étroitement quandV — oc.
sources, dans le cas ou les signaux sources sont vus comiDe maniere équivalente, la T.8.y de uy Vérifiemy(z) —
déterministes inconnus. Notre approche permet en paetiicul my(z) —x 0 p.s. pour toutz € C*. De plus, en posant
de considérer aussi bien le cas de signaux i.i.d ou le cas de siy(z) = z(1+0%cympy(2))?—0?(1—cn)(1+0%eymn(2)),
gnaux corrélés temporellement. Nous nous basons sur nos pré y (z) est l'unique solution de I'équation
cédents travaux [8] et ceux de Benaych et Nadakuditi [3] , ou 1
les résultats sur les "spiked models” centrés ont été ésepdt  my(2) = (1 4 o2eyma(z))—Tr (ByBYy — wy(2)) ",
deux approches différentes, au cas de matrices gaussigommes M @)
centrées du typ&y = By + JLNWN’ oUWy est une ma-
trice M x N dont les entrées sont i.i.d gaussiennes complexeglle quelm(zmy(z)) > 0 pourz € Ct.
standards, €B  une matrice déterministe de raig aveck
indépendent dé/, N. Il est facile de voir quevy (2) verifie o n (wn (2)) = 2z, avec

Le présent papier est organisé comme suit. En seBlion 2y (w) = w(l—c?cy fy(w))?+0*(1—cn)(1-c?en fn(w)),
nous proposons un résumé des principaux résultats comtern&t /v (w) = 37 Tr (ByBy — wli) ™' la T.S. de la distribu-
les "spiked models" gaussiens non centrés. En sedtion 3, notion spectrale d&yBy,. Pour caractériser la densité associée
appliquons ces résultats au probléme de la détection deesour /i, on utilise le resultat suivant (Dozier-Silverstein [3Pn
La sectiorl % est dédiée a quelques exemples numériques illu¥otesupp(uy ) le support deuy .

trant les résultats précédents. Théoréme 2. Pour z € R, la limite my(x + iy) quandy |

0 existe et est notéew (). La fonctionz — my(x) ainsi
2 Spiked models gaussiens non centrés définie est continue suk, et verifie I'équation) pour z =
x € R\dsupp(un). De plus, la densitg),,, deuy est donnée
Dans cette section, nous résumons les principaux résultagr fu (z) = 7 m(my ().
sur les "spiked models" gaussiens non centrés obtenus de deu
maniéres différentes darls [8] €f [3]. Nous exposons ici-I'ap
proche utilisée dan$]8]. Soient doid¢, N, K € N* tels que
M=M(N)<N,0<K=K(N)< Metey=M/N —
c €]0,1[ quandN — oo. Nous considérons le modele de ma- Int(supp(py)) = {z € RT : Im(my (z)) > 0}

trices aléatoires
={x e R" : Im(wy(z)) > 0},

La fonctionwy introduite dans le théoreme précédent est
fondamentale pour caractériser la supporj:.de En effet, en
notantwy (x) = limy o wy (z + 4y), on vérifie que

g

v =Byt \/NWN’ @) eton(wn(z)) = = pourz € R\dsupp(ux). De plus, pour
avecB y une matrice complexe déterministéx N derangk’, & & supp(un), mn(z) = Jp 5242 (T.S. depu) et donc
telle quesupy |By| < oo, et Wy une matrice dont les en- & fonctionwy est réelle suR\supp(yy). On peut montrer
trées sont des variables gaussiennes complexes i.i.costand ([12]) quedy adme@ (1 < @ < K + 1) extrema locaux po-
Par la suite\; v, ..., Ay €t 5\1’N7 o 5\M?N désigneront sitifs nOtéSx;N,x;N, q = 1,...,Q (dans l'ordre croissant)
les valeurs propres des matricBs; B}, et Xy X% respecti- et quesupp(un) = U?Zl[:c;N, m;N}. Le support de: peut
vement, classées par ordre décroissant. Nous allons commetonc étre déterminé en examinant les extremas locaux posi-
cer par rappeler quelques résultats [@h. [ a 3) concernant fifs de ¢ . Il existe un lien étroit entre la position des valeurs
comportement asymptotique de la loi empirique des valeurgropres deX y X et le support de:y, qui est donné dans le
propres deX X%, définie comme la mesure de probabilité résultat suivant.



Théoréme 3. Soita, b € R, € > 0 tels que avecy(\, c) = %W et oUO(N ') et O(N—1/2)

Ja — €,b+ e[nsupp(un) = 0 désignent ici des termes strictement positifs. De plus,

pour tout N suffisamment grand. Alors avec probabilitgour wn (T 5) > wN(x;l—,N) > wn (T4 N
N suffisamment grand, aucune valeur propredile 5, n'ap-
partient a[a, b] et

card{k : Ay < a} = card{k : M. v < wn(a)},

et A\ N Elwn (7 n),wn(zf y)[ pourk = 1,..., K, ainsi
QUEAK, +1,N; -+ AM,N e]wN(‘rI_(s+1,N)7 wN(x}SH,N)[-

. Ce résultat montre que &i; valeurs propres dB y B, sont
card{k : \g v > b} = card{k : Ap. v > wn (b)}- suffisamment "significatives” (i.e o2./c) a partir d'un certain
Rappelons que les théorénfds [Ja 3 ne supposent aucuid@d, alors le support dey, la mesure approximante dey,
hypothése particuliére sur le rarg de By, qui peut croitre  Sera composé d'un "bulkr . ., v, 2%, ] et dek, com-
avecN. En supposank’ constant, il est possible d’obtenir des posantes disjointeﬁc,;N,z,jN] de largeurO (N~1/2), cen-
résultats plus fins. Pour le reste du papier, nous nous placeées autour de)(\; v, cn), ce qui constitue une différence
rons donc dans le contexte des "spiked models"Ki.endé-  notable avec la distribution de Marcenko-Pastur. De pks, |
pendant deV. On supposera de plus que les valeurs propres; y pour k < K, sont associés auk’; composantes dis-
de ByBj, convergent vers des limites différentes, i.e, poufjointes[z; v,z y]ausens ol n €lwy (z; y), wn (] v)|.
toutk = 1,..., K, A,y =N~ Ak, €A, # A pourk # L. Cette analyse nous permet de déduire la position des valeurs
Avant de présenter les principaux résultats liés a ce mpdelpropres deXyX5. En effet, une application du théoréfie 3
donnons quelques remarques liées a ces nouvelles hypathésaontre queve > 0, p.s. pourN suffisamment grandikw €
PwsqyeK reste fixe quand// et N Fendent vers !’mﬁm, il Jx];N_G,x;r,NJFE[ pourk =1,..., K,, eth, vk N
est.ralsonnable de penser qui la trés grande majorité des pgﬁ{ 1 n-elpourk = K,+1,..., K. On peut donc déduire
petites valeurs propres cﬁjyz ~ vont se comporter comme |4 &< itat fondamental suivant([e]] [3]).
celles de la matrice> WA W~ | a distribution empirique des -
valeurs propres de cette derniére matrice a le méme comportn€oreme 5. Avec probabilitél,
ment asymptotique que la distribution dite de MarcenkatRas . (s, ) pourk € {1,..., Ky}
g[}l%ﬂ()xc;(e;i;néz par le loi de probabilitgy donnée padjiy (z) = Ak, N ~ {02(1 +o)? pourk e {Ks+1,... K},

\/(x B x,) (er B x) Pour N grand, on a donc exactemelit, valeurs propres de
gn (@) = NI AN 1. (). Sy 2y s'échappant du "bulklo?(1 — \/¢)?, 0%(1 + /c)?] et

20%cyTE oy -o] convergeant vers les limiteg(\;,c) pourk € {1,..., K }.
avecry = o%(1—,/cy)? etal, = o(1+,/cy)?. Le support  Les valeurs proprel 1 v, ..., Ak, resteront quant a elles
de la loi de Marcenko-Pastyiry est donc l'intervalldo?(1 —  associées au "bulk”, car les valeurs propres limites coores
Ven )2, o2 (1 + /en)?], et le théoremgl3, appliqué a la ma- dantes d8ByB?%,, i.e Ak 41, ..., Ak sont inférieures au seuil
trice aQW”j\yVE, implique que pourN suffisamment grand, a?y/e.

toutes les valeurs propres de cette matrice sont comprises e
[02(1 — \/en)?, o%(1 + /cn)?]. Afin d’étudier le comporte-
ment des valeurs propres 8gy X}, nous allons dans un pre-
mier temps préciser la structure du support.de définie au
théoréméll. Pour la suite, on ndte = card{k =1,..., K :

A\ > o24/c}, i.e. le nombre de valeurs propres BeyB%,,
dont la limite est supérieure a la valeur setfil/c. Les discus-
sions précédentes montrent que les extrema locaux pafitifs
¢n correspondent aux, v, z;LN les points frontiére du sup-

3 Application a la détection de sources

Dans cette partie, nous allons appliquer les résultats néis p
cédemment au cas de la détection de sources dans les grands
réseaux d'antennes. Considérons un réseau compagéaie
tennes, recevarit’ signaux sources a bande étroite (a¥ee<
M). Al'instant discretr, le signal observg,, € CM est donné

; ar
port dep . Une analyse des zeros @& permet d’obtenir le P
résultat suivant ([8]). Yn = Asp + oWy, 3)
Théoréme 4. Le support deuy est donné pasupp(uy) = aveCA = [a(01),...,a(fx)| la matrice des vecteurs direc-
b . . L N - )
s [xk’N’xz’N], avecr;, y > xLLN et tionnels linéairement mdepjgndants, associés Ausignaux
B . sourcess,, = [s1,n,.-.,SK.n] » €W, un bruit blanc gaussien
[ffKSH,Na »”UKSH,N] = complexe de matrice de covariaricg. La variance du bruid
[02(1 + /)2 = O(NY),0?(1 + )2 + O(N 1), sera supposée connue pour la suite. En supposant que I*on col

lecte N échantillons indépendanys, . .. ,y~ (avecN > M),
@) est équivalent a

- + 7
[zk,N’xk,N] = ASn o

[ en) — ON V2 (v o) + O(N12), Y R A @

etpourk =1,..., K,



FIGURE 1 — Densité de:y et valeurs propres dE y X7, pour
N =20

Density
x__Eigenvalues

FIGURE 2 — Densité dg:y et valeurs propres dE y X7, pour
N =200

avecXy = ﬁ[yl, . ,yN], Sy = [Sl, S ,SN} etWy =
[Wl, ..
dans la section précédente, en podart = \/LNASN. Sila

matriceSy est de rang plein, alors la matrid&yB?%, est de

rangK et nous pouvons donc appliquer les résultats précédents
pour évaluer le nombre de sources détectables. Il est hdtire

proposer comme estimateur la quanﬁtéa définie par
f(s’a = max{k : S\k’N > 0?14 /en)? + a}.

Sicy — cetsiles valeurs propres non nullesy, . .
deBxBj, convergent vers, ..

'7)\K,N
., Ax quandN — oo, alors

poura > 0 suffisamment petitK’sya est un estimateur consis-

tant du nombre de sources détectables= max{k : A\, >

o?y/c}. Il convient de remarquer que nous ne réglons pas Ie[g]
probléme du choix de, qui nécessite des résultats plus appro-

fondis (voir [4] dans le cas d'une source i.i.d gaussienne).

4 Quelques illustrations numériques

Dans cette section, nous donnons un exemple illustrant les
différents phénomeénes décrits en secfibn 2. On se place dadgl

le cas olcy = ¢ = 0.5, 0 = 1 et ByBY, est diagonale de
valeurs propre$) (multiplicité M — 2), 5 et 10 (multiplicité
1). Les figure$ 1l dt]2 montrent I'évolution de la densité.de

pour N = 20,200, ainsi que la position des valeurs propres
de X 3% (modélisées par des croix). Comme les valeurs

propres5 et 10 sont supérieures au seuif/c, les résultats

., wy]. (@) est donc exactement le modélk (1) considéré

précédents montrent que le support;de contient3 compo-
santes disjointef, v, z;N} pourg = 1,2, 3 (theoremé&H), ce
que I'on peut vérifier pratiguement sur les 2 figures. De plus,
les composantes du support associées aux valeurs pipfes
ont une longueur qui décroit av@e. Les valeurs proprei;l,N

et A, v sont contenues darﬁs;N,x;N} et x5y, 73 y] res-
pectivement (théorenié 3) et comm;?N —z, y —n~ 0 pour

q = 2,3, on voit clairement apparaitre les limites des valeurs
propres spiked; y ety (théorémés).

Références

[1] T.W Anderson. An introduction to multivariate statistical ana-
lysis volume 374. Wiley New York, 1958.

[2] J. Baik and J.W. Silverstein. Eigenvalues of large sample cova-
riance matrices of spiked population modelsurnal of Multi-
variate Analysis97(6) :1382-1408, 2006.

F. Benaych-Georges and R.R Nadakuditi. The eigenvalues and
eigenvectors of finite, low rank perturbations of large random
matrices.to appear in Advances of Mathemati@909. arXiv :
0910.2120.

P. Bianchi, M. Debbah, M. Maida, and J. Najim. Performance of
statistical tests for single-source detection using random matrix
theory.Information Theory, IEEE Transactions @V (4) :2400—
2419, 2011.

R.B. Dozier and J.W. Silverstein. Analysis of the limiting
spectral distribution of large dimensional information-plus-noise
type matrices.Journal of Multivariate Analysis98(6) :1099—
1122, 2007.

[6] R.B. Dozier and J.W. Silverstein. On the empirical distribu-
tion of eigenvalues of large dimensional information-plus-noise-
type matricesJournal of Multivariate Analysis98(4) :678-694,
2007.

S. Kritchman and B. Nadler. Non-parametric detection of the
number of signals : hypothesis testing and random matrix theory.
IEEE Transactions on Signal Processijrfgy/(10) :3930-3941,
2009.

P. Loubaton and P. Vallet. Almost sure localization of the eigen-
values in a gaussian information plus noise model. Application
to the spiked modelssubmitted2010. arXiv : 1009.5807.

VA Marcenko and LA Pastur. Distribution of eigenvalues for
some sets of random matricesMathematics of the USSR-
Sbornik 1 :457, 1967.

R.R. Nadakuditi and J.W. Silverstein. Fundamental limit
of sample generalized eigenvalue based detection of signals
in noise using relatively few signal-bearing and noise-only
samplesIEEE Journal of Selected Topics in Signal Processing
4(3) :468-480, 2010.

P. Stoica and Y. Selen. Model-order selection : a review of in-
formation criterion rules. IEEE Signal Processing Magazine
21(4) :36-47, 2004.

P. Vallet, P. Loubaton, and X. Mestre. Improved Subspace Esti-
mation for Multivariate Observations of High Dimension : The
Deterministic Signal Casesubmitted2010. arXiv : 1002.3234.

(3]

(4]

(5]

(7]

(8]

(10]

(12]



	Introduction
	Spiked models gaussiens non centrés
	Application à la détection de sources
	Quelques illustrations numériques

