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Résunmé —Dans cet article, on étudie la Résolution Limite AngudafRLA) pour deux signaux sources. La RLA représente l'amginimal
entre deux sources proches permettant de les résoudrs. pdoposons deux approches pour le calcul de la RLA: une elpprbasée sur
la théorie de I'information et une approche basée suréarie de de la détection (dans le contexte Bayésien duinems étudié dans la
litterature). Les approches proposées sont ensuite ax@ap avec d’autres approches connues dans la litteraes simulations montrent que
la performance des approches théoriques et empiriquépamhes.

Abstract — The Angular Resolution Limit (ARL) to resolve two closelyag@d sources is considered in this paper. The proposed dsetine
based on the information theory and on the detection theorthé Bayesian context). To evaluate our approaches, weaanit with other
existingapproaches: the Bayesian approach, called therithéresolution limit (TRL), and the numerical approathe Akaike information
criterion (AIC).

1 Introduction tenu la RLA dans le calcul de 'analyse spectrale en utitisan
également le TRVG. Récemment, dans [7], la RLA basée sur

Larésolution limite angulaire (RLA) caractérise laaggtion  la distance de Kullback-Leibler (DKL) pour le cas de I'estim

minimale entre les parametres d’intérét qui permetatemiiner tion de la DDA de sources polarisées utilisant les résemsx

le nombre exact de sources. L'application de la RLA concerngecteurs de capteurs a été étudiée.

plusieurs domaines : traitement d'image, les systemearrad En traitement d’antenne, nous distinguons deux modeles de

I'astronomie, etc. parametres : le modeéle déterministe ou les paramsbrgsup-
Dans la littérature, il y a trois approches principalesmm:  posés déterministes inconnus et le modeéle Bayésidasopa-

tenir la RLA. (7) La premiére approche se base sur la précisiomametres sont supposés aléatoires avec un centainsur leur

de I'estimation. Dans [1], Smith a proposé le critere aniv  distribution. L'approche déterministe fournit la RLA eonic-

basé surla Borne de Cramér-Rao (BCR) : deux sources peuvefon des valeurs des parametres, c’est a dire, elle coreid

étre résolues si leur séparation (en terme de directiters  RLA localement en fonction du paramétre d’intérét, tiarpie

rivees (DDA)) est supérieure a I'ecart-type de l'esition de  I'approche Bayésienne considére la RLA sur 'ensembke de

cette séparation. Par conséquent, la RLA selon le eritler valeurs des parametres. Ce dernier modéle est moingétud

Smith est donnée par la séparation des parametresirfi  dans la littérature. Nous nous sommes alors intéressap-

est égale a cet écart-type et donc égale a la valeurBi€fade  proche de la RLA dans le contexte Bayésien. Par conséguent

cette séparation. En outre, dans [2], I'extension de la RbAr  les paramétres des sources sont supposés aléatoiesese

le cas de plusieurs signaux ayant plusieurs parametr#@gt  distributionsa priori connues. Afin de simplifier les calculs et

par signal est présentégi) La deuxieme approche est baséesans perte de généralité, nous supposons que les detwesou

sur le conceptde la moyenne de la valeur du pseudo-spektre [§ont proches. Ainsi, nous pouvons considérer le paramétite-

Cette approche est intuitive mais elle n’est pertinentemue &t central (c’est a dire, la valeur moyenne des deux paiias)

des algorithmes & haute résoluti¢iii) La troisieme approche comme étant aléatoire. A noter que cette hypothése asi au

se base sur la théorie de la détection. Dans [4], la RLA®as présentée dans [4].

sur le concept de la probabilité d’erreur minimale pour sies Dans cette contribution, on considére I'approche de la RLA

gnaux déterministes est considérée. Les auteurs diseu  dans le contexte Bayésien basé sur la théorie de I'irddion

développement en série de Taylor de la probabilite digrr et de la détection. En particulier, on se basera sur le ledene

pour obtenir la RLA. Alors que dans [5], Lui et Nehorai ont Stein [8] et sur le critere de décision de Neyman-Pearisen.

défini la RLA en usilisant le test du rapport de vraisembéanc lemme de Stein relie la probabilité de fausse alar®g), qui

généralisé (TRVG). Dans [6], Sharman et Milanfard ont ob



est elle méme reliée au critére de décision de NeymamsBa,  Ainsi, les observations suivent une [6iV (u, (t), o2I) avec
a I'entropie relative. Nous avons introduit le modele dés N
servations linéarisé basé sur le critere de probabilierreur Ho: polt) = b2(9(t))s(t),
Hi: py(t) = 32 b(bk)sk(t).
k=1

minimale (PEM). Les résultats obtenus sont ensuite coégpar
avec une autre approche Bayésienne présentée dangd4] di

résolution limite théorique (RLT) mais aussi avec unerappe  Par conséquent, les fonctions de distribution de prob@bibus
numérique dite du critere d’'information de Akaike (CIA)[ Ho etH, sont données par :

(5)

1
2 Formulation du probléme Pz Ho,be) = Ty oxp <_Z”Z ~ Holl >(6)
On considere le probléeme du seuil statistique de réswoiut ) . 1 B
limite basé sur un test d’hypothéses binaire. Sous I'ty@se Pz, 0c) = (ro2)NT &P < 22 |2(t) >(7)

Ho, le récepteur détecte seulement une seule source qui est
la combinaison de deux sources, et sous I'hypottigseles  olz = [z(1)...2(T)7]
deux sources sont résolues. Ce test d’hypothéses puire’”

comme suit [4] : 2.2 Formulation du test d’hypothéses
{ Ho = z(t) =b(6(2))5(t) + n(t), 1) Le développement en série Taylor des vecteurs direatienn
Hi: z(t) = b(01)s1(t) + b(62)s2(t) + n(t), au voisinage du poirtt, est donné par :

out = 1...T,avecT représentantle nombre des observations.
z(t) représente le vecteur des observatidr($) représente le
vecteur directionnel de taill&y x 1, et sans perte de généralité, 0 s

on suppose quiga(d)|> = N.6; représente le paramétre d'intéerét b(62) = b(6c) + §b(96> avec = fc + 3,

de lai®™® source tel que I'angle d'arrivée, la fréquence, etc. b(O(t)) = b(0.) +~(t)5b(0.) avech(t) = 0, + ~(t)s,
si(t) représente 'amplitude du signal del&"€ source sous

Phypothésert; . §(t) etd(t) représentent 'amplitude du signal ou la dérivation du premier ordre en fonction@edu vecteur
et le parametre d'interét sod<,, qui sont des combinaison P(0c) estdonnée pas(6..). Ainsi, on utilisant (2) on obtient
des amplitudes des signaux et des parametres d'intéust s A )

H,. Les signaux sources sont supposés déterministes aigonn 8(t) = p(t) + ﬁﬁcm(t)’ (8)
par le récepteur. Le vecteurreprésente un bruit Gaussien de gy

moyenne nulle et de matrice de covarianég.

b(61) = b(6,) — gb(ec) avect; = 0. — 3

p(t) = s1(t) + s2(t) ©)
2.1 Principe des tests d’hypotiksesa PEM ke = b (6:)b(0e), (10)
— T __ T
La probabilité d’erreur’, est donnée palP, = p(Ho) Py + m = [m(1)..m(T)]" = Vs, (11)
p(H1)Ppg = 1—n,0UPfq, P, p(Ho), p(H1) ety représentent €t ou
la probabilité de fausse alarme, la probabilité de netection, s = [s1(1) s2(1) ... s1(T) s2(T)]"
la probabilitéa priori sousH,, la probabilitéa priori sousH; et _
et le taux de succes, respectivement. Sans perte laajié@an V = Bdiag{v(1),...,v(T)}

suppose que(Ho) = p(H1) = 1/2. On définitd, = 232, ayecy(t) = [y(t)+ L ~(t)—1]”. On trouve que la valeur opti-
La RLA est donnée paf = 6, — 6;. On suppose qué. est  male du signal sourc&t) est une approximation par une com-
aléatoire avec une certaine distributepriori notéep(.). Les  pinaison des sources(t) ets,(t). Par conséquent, en utilisant
valeurs de)(t), ets(t) qui vérifient le principe de probabilité |es expressions ci-dessus, le développement en sétiar taes

d’erreur minimale (PEM) sont données par [4] : moyennes soul, et7{; sont données par
O(t) = 0 +(t)3, @) to(t) = b(6(t))3(t) = dv (t), (12)
2
o i (t) =D b(Br)sk(t) = v (L), (13)
. 1N 0 g k=1
5(0) = " 00) (b6~ Dar(t) +b0+ Poa(0))
(3) ou
oti on a défini o(t) = (0050 + (552 b6, )
2 2
() = o2 = o1 0 ) vi(t) = Wi, (15)

2 (Isa() + [s1 (1) + 2R {5 (D)s2(6)})



avecq(t) = s2(t) — s1(t). Donc, le test d’hypothéses linéarisé Pearson qui minimise la probabilité d’errddrdans le contexte

est donné par Bayésien (BNP).
Ho: z=0dvo+n, On pose
16 Z

{Hl oz v+ n, ( ) z = 5 — V. (20)

oun = [n(1)T.. . nD7)7, vy = [uoT(l)...z/OT(T)]T et Par conséquent, en substituant (20) dans (16), on obtient :
T
vi=[v{(1)...v{ ()] . Ho: 7z =n, e
Hi: zZ2(+n,

3 RLA basee sur la theorie de I'infor-

) ou¢ =vy —vpetn’ ~ CN(0, ”—21) Par conséquent, on a
mation

_ p(z';Hy,0.) p(Ho)

. . o Gnp(Z) = ——— = :

Le lemme de Stein [8] stipule que pour uRg maximisée et p(2z'; Ho, 0c) 1 p(H1)
pour unePy, < e avece tendant lentement vers zéro, on a posantly p(z') = In (Gnp(2')) et = In ('), le test statis-

T}l\%m In Py, = —D(p(z,0:;H1)|p(z, 6. Ho)),  (17)  tique est alors donné par

N /. 2
OUD( (Z 0; H1)||p(y, 0; HO)) désigne I'entropie relative entre Tn ( ) —In (p(z i H1, 90)) _ 5_2 (HZ/ _ CH2 _ HZ/HQ)

H1 ,
27 = (22)

deux distributions Gaussiennes a moyennes paramatigasee p(z'; Ho, 0.)
par 52 0 = Hi
= — —2%{b"Z'}) = . 23
D Z 957H1)||p(z 9077_{())) 02 (HC” { }) 7?0 ( )
// 2,00 Hy) 1 ( p(z, 96,711)) dzdd Puisqu’on a supposé quéH,) = p(H;) = 1/2, on déduit
“ z,0.;H ¢
( O) Ho : TNP(ZI) > 0, (24)
Hy - TNP(ZI) < 0.
- /% an O] p(0) b
o En posant.(z') = R {CHZ’}, on obtient
i]E 52||m||2 K’Cb 9 B 9 2
=E{ gz || 3P0 - B0 Mot Liz) ~ N(0.%), 5
62| |m||?]d||? Hi: L)~ N([¢)*, 0,
— " cos?(Y) (18) .
o? ou )
ou O et} représentent I'espace des parameétres et I'espace des 0? = ”g” .
observations e représente I'opérateur d’espérance en fonc- 20

tion du paramétré,. T représente I'angle canonique maximal Donc, la probabilite d'erreur conditionnelle est donpéae[10] :
entreb(d.) et b(.). Il est important de noter que I'entropie

2 2
relative peut etre approximée par une expression quqdeat  P,(5;0.) = E <<1 -Q < i€l )) +Q < i<l )) ,
end. De plus, I'entropie relative est une fonction de la forme 2 2\/? 2\/9_2

d’onde des signaux sources, de la distribution du réseala d

variance du bruit et de la quantite geométrique queesgnte ouQ(.) représente la surface de la queue de distribution & droite
I'angle entre le vecteur directionel et sa dérivee au peem de laloi normale de moyenne nulle et de variance unité geeis

ordre. (i) =1-Q ( i]® ) donc, on aura
Pour uneP; maximale,Ps, ~ 2P, = 2(1 — n), et donc, 2V 2V/e?
I'expression analytique de la RLA est donnée par ”CHQ
—o+/log(2) + log(1 — n) Pe(6;6c) = @Q <\/T?> : (27)

E {u[|dl] cos(X)} Puisque la probabilité d’erreur marginale est :
oun >1/2,u = VsfiVVTs VVT = Bdiag{ G(1)...G(T)} '

4]

1%

(19)

ey = [0 +8 FO+L] P& = [PG:00p0a8 ~E{P.5:600}.  (@8)
YO+: (0 -3) ©
par conséquent, la RLA basée sur le critere NP est dguerée
4 RLAbasée surlatheorie de la cetection V301 (1 -
5 TV (29)

Dans cette partie, on calcule la RLA basée sur la théorie E {1 [[d]] cos(1)}
de la détection, en particulier, basée sur le critére egnian- ot Q~!(.) représente la fonctio inverse.
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FIG. 1 — RLA en fonction de RSB pour= 0.7.
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FIG. 2 — RLA en fonction de RSB pour= 0.8.

5 Simulations

On considere le contexte d’analyse spectrale dvecl. Le

vecteurb(6) a pour forme :

b(0) = {1,ej0, . .,ej(N*I)G}T,

ou N = 64. Le rapport signal & bruiRSB est donné par

(£, 1se1?)

. La valeur du taux de succeésest prise
dans l'intervalle(0.5; 1]. La valeur normalisée de la moyenne
de la frequence central®. est supposée uniforme aléatoire
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, n=0.99
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FiG. 3 - RLA en fonction de RSB pouy = 0.99.

Conclusion

Dans cette contribution, nous avons introduit deux appsch
pour la RLA dans le contexte Bayésien basées sur la tnéeri
I'information et de la détection. La comparaison des appes
Bayésiennes a montré que les performances des métiinédes t
riques et numérigues sont tres proches.
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