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Résumé - Ce travail aborde le probléme de la réaan®n de spectrelS(w) a partir de I'échantillonnage irrégulier
de fonctions d'autocorrélatidit). On suppose quE(w) s'annule a I'extérieur de l'intervaller[+«] : le nombre B
d’'instants d'échantillonnage est supposé tel quatition deF(w) sur des intervalles de longuetdt est assez
petite pour aboutir & une bonne interpolation digectonction. Les formules de reconstruction démée ici
reposent le PNS d’'ordrd-ZPeriodic Nonuniform Sampling). Elles permettees deconstructions qui ne demandent
pas de rééchantillonnage périodique et supprimenx @&tapes dans la méthode de calcul classiquendthode
proposée peut également étre facilement généralidés spectres modulés sur bandes de fréquemeégigyes.

Abstract - This work addresses the problem of rstantion of spectrd&(w) from the irregular sampling of
autocorrelation functionit). We assume thdt(w) has bounded supporiz[-z] : The humber R of sampling times
is such that the variation &f(w) on intervals of length/L is small enough to lead to a good interpolationihis
function. Reconstruction formulas are based on RRSriodic Nonuniform Sampling) plans. They allow
reconstructions not demanding periodic resamplimgd) fuppress two stages in classical computatidms.niethod
can also be easily generalized to spectra in synuristquency bands (bandpass signals).

1 Introduction one-quarter theorem) [3] et la formule Lomb Scargle
4]. Plusieurs articles mentionnent également

q C(Ertams,l t_appareﬂ; q me_sur[en:[[ deg fom:t'tonlginterpolation par les splines (par exemple [&], [7]).
autocorrélationf(t) a des instanta, qui seraien La encore, le signal doit étre de type passe-bas.

périodiques sans des défauts de fabrication intsadt Dans cet article, nous montrons qu'il est possilge

des €carts qui néar_1moins sont mesurables._C’est %%rmpléter la suite d’échantillonnage de facon a
exemple le cas des interférométres a échellesin@sst construire un schéma du type PNS (Periodic

de miroirs fixes [1]'_ [2]. La .quannte d’|r1terfatte51 Nonuniform Sampling) [8]. Lorsque les échantillons
Lrans]‘ormee_de Fouriéi(w) qui est supposee a support jisahles  sont  suffisamment nombreux, ceux
orne [,z : - (inconnus) qui sont ajoutés n'‘ont qu’'une importance
JiG) =f F(w)e'“t dw (1) négligeable. Les formules qui sont 'démc\)ntrées

- permettent d’obtenir de bonnes approximationsfai&a

Une technique répandue de calcul @) a partir de f(t) et deF(w). Des simulations justifient ces
desf(ay) consiste a effectuer un rééchantillonnage assertions.

'aide d'une formule de reconstruction puis d'\s#r ,

une Transformée de Fourier Discréte. Ce probleme de Le€s formules de reconstruction
rééchantillonner réguliéerement des donnéesg 1 Introduction

irréguliéerement échantillonnées avec des instants _ .

d’échantillonnage connus a donné lieu a de nombreux Soent K ={-L,—-L+1,..,-11,..,L} et la
articles dans la littérature. On parle souvent den« Seduence de reets= {t;,, k € K,n € Z} (construite a
uniform sampling » ou de « pseudo-random sampling Rartir des instants d'echantillonnagg) ou :

(alors que le «random sampling » sous-entend un tkn = Qi + 27_1L;
échantillonnage non régulier dans lequel les instan ©On suppose que leg sont différents (modulo 1) et
d’échantillonnage ne sont pas connus). que |ax| <L pour chaquek . Ainsi, les ty, sont

De nombreuses solutions proposées sont a badéferents et,, > L sin > 0. Dans ces conditions, il
d'interpolation (mais le signal doit alors étre type €St bien connu quef(t) peut étre reconstruite
passe-bas). En particulier, il existe des théorémdi§€airement et sans erreur en supposant par erempl
équivalents a l'interpolation de Shannon a bassinies queF (w) s'annule au voisinage der.
cardinaux dans le cas d'un échantillonnage uniforme On considere les fonctiong () qui résultent du
pour I'échantillonnage non uniforme. Les théorémess filtrage passe-bande ¢iét) sur les bandes de fréquence
plus célebres sont le théoréme de Kadec 1/4 (Kadedle la forme



([(k — D kn 2.2  Démonstration
L

] pourk =12, ..,L

D, = "L Dans cette section, on démontre les formules (4) et
[kn (k+ 1)n] k L —I+1 1 (5). On considére d’abord la fonctioa'®t pour
—_—, ourx = —L,— T L . , L.
\ L L g w E [a,oc +ﬂ t etant fixé. Le développement en série

De maniere equivalente : de Fourier sur cet intervalle est :

fud) = [ F@etdo. (2) h@)= Y an(eio
Dr o nez (9)
Dans la mesure ou I'ensemble des banc etz T (T
{Dy}k=—1,.. constitue une partition de-rt, m], (1) et a,(t) =e 2L sinc (ﬂ - Tlﬂ)
(2) nous permettent de remarquer que : he(w) est égal 2@t sur [a,a N %] mais pas a
= fe@® (3) I'extérieur de cet intervalle sauf lorsqme/L est un
. k€K . entier pair. Par exemple, on a:
Dans la section 2.2 on montre qu’on peut écrire : P P oo
L h:(w) = el(w_f)t
. 1 I t( )
vmek, > fi ()ei(k-2)E-am T 2m
w E [a +—a+—
k=1 L L
= () e (4) Comme (9) est vraie quel que sipibn a aussi :
+ Z fi ©e 2 "L plwt — eich a,(t — c)ei2nlw
k=—L
= Vn(0) ?,;EZ
avec : w € [a,a +Z]
T . . . -
Vo, () = Z(—l)"f(am + 2nl) sinc [2— (t Cette variante de (9) est vraie quel que soitétaé
nez L (5) La somme du terme de droite converge uniformément,
—a,) — nﬂ]’ ce qui permet des changements dans l'ordre des

otisinc(x) = sin(x) /x sommations. Ainsi, en remplaca#i®t dans (2) par
' gette expression avec=a,, et les valeurs dex

Lorsquel est suffisamment grand, on peut alor . . By -
montrer queV,, (£) peut étre approché par le termeP€rmettant de scinder uniformément l'intervder, ]

k-1 k . .
correspondant & = 0 (seul terme significatif) dans (¢ = feln OUTn selon le signe d), on obtient :
(5): 1

T T\ k=5 )(t—am
Vo (©) = fa)sine |57 (¢ = am)|. (6)  fe@=e DN o,
Ceci permet de réécrire (4) comme le systéme suiv nez ‘ t—a, (10)
de 4 équations alkinconnuegf; (t)}xex : + ZnL)(—l)nSIUC”[ oL
vmeK, Z £ (e (= F)e-am T - n]
= (7) pourk>0 et :

. T
= fam)sine 5 (t = an))|
avec g, =1 si k>0 etg,=—-1 si k<0. A
condition que (4) soit un systeme de Cramer, on
déduit lesf, (t) et doncf (t) par (3). + ZnL)(—l)nSinC”[
De plus, lorsque la variation d€w) est faible sur
des intervalles de Iarge%,ron a I'approximation :

TT 1
fo () = Tk N e g
k TZZ k

t—a, (11)
2L

—-n
Tk pour k<0. Le probléme clé est de mettre en évidence
£ (0) = f F(w)dw=—F (_) (8) les données, c’est-a-dire les
Dg L L flam) = Xkek fr(am)-

. - T 1
for?;lionp;e(rwn;et de reconstruire par morceaux la En multipliant (10) et (11) paeli(k"E)(t‘am) ol

T 1
Enfin, remarquons que I'approximation consistant ?alf(“E)(t_“m), on retrouve bien les équations (4) et (5).
ne conserver que le terme= 0 dans (5) revient a une

apodisation qui remplag&t) parf(t), F (w) parF (w) 2.3 Remarques

définis par : Cette démonstration n’utilise aucune propriété sige
. (), 1t <L fait qu’on mesure des fonctions d’autocorrélatig.
O {0' lt] > L Autrement dit, la transformée de Fourk€w) peut tres

bien étre négative. En fait la seule hypothéseséélest

F ) = & [ FwsinelL(o —
F(w) =2 [_ FWsinc[L(o —w)]du que le support dE(w) soit un intervalle borné.

ce qui permet de montrer que 'erreur d’'interpolati
() — f(t) tend vers 0 avec I/



D'autre part, il est possible de généraliser ces

formules au cas ou le support spectral est diwse e
intervalles symétriques (signaux bande étroite).

3 Simulations
3.1

On considére pour les simulations la fonctigfa)
suivante, ainsi que sa transformée de Fourier sever

f(t) :

Estimation spectrale

A +1T c M1 T[]
@y CEIT2 Ty
—4 e[-Z o]
w we€| 1
L
F(w) = {0 welo,7] (12)
s [T 3T
16((1)—1) w € Z,?]
s 3T T
\—16((1)—5) w € ?,E]
De facon équivalente :
16 . Tt _L'T[_t
f@) =—sin (—)e Z
t 8 (13)
64 . (mt) 3mt
+t—zsm (E>e 8

™
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Figure 2 FonctionF(w) théorique et reconstruite en fonction d
la pulsation @

3.2

Les formules de reconstruction données dans cet
article peuvent également servir a faire du fikkrag
linéaire a partir d’'un échantillonnage irrégulienjjours
sans avoir a ré-échantillonner uniformément les
fonctions. On considere dans cette section le ¢as d
calcul du signal analytique a partir de la fonctpmaire

Filtrage

Méme avec un faible nombre d'observation norsuivante :

uniformes en temps (en choisissarBO et des instants
d’échantillonnage uniformément répartis sur, [=]), on

reconstruit avec une bonne précision la fonctic
temporellef(t) sur [L, L] grace a (7), ainsi que s&
transformée de Fourier F(w) grace a (8):

—— Théorique
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Figure 1 : Partie réelle de la fonction temporellehéorique et
reconstruite en fonction du tempg

La figure 1 montre que les fonctiof(§) théorique et
reconstruite sont confondues (on ne montre ici laue

(sin4w w E _0 —E]
[V 4
. 3T
sin 8w w E Z’?]
F(w) =+ - T 5T - (14)
8((1)—5) w € E,?]
8( 31'[) c (51 31
%) “Sle s

etF(w) = 0 pour les autres valeurs positives wle
La fonction temporelle associée par Transformée de
Fourier inverse est :

F© = = (105 (7))
16
tea_¢2 (COS(

)

16
s
3mt
~eos(5))
On choisit 2=60 échantillons répartis uniformément
sur lintervalle [-30,30] correspondant au support

T[t)
4

partie rée”e)_ La ﬁgure 2 montre également un@mporel de la fOﬂCtiOf(t). Les figureS 3 et 4 illustrent

coincidence quasi-parfaite des fonctidi{e) théorique
et reconstruite au centre des intervaldgs

cet exemple. Soit aussi le signal analytig® défini
par I'opération de filtrage suivante :

g(t)=2foﬂ

e!“'F(w) dw
Grace aux équations (2) et (3), on peut reconstruir
g(t) & laide des formules de reconstruction de la
maniére suivante :

g(t) = fie(@®)

KEK,k>0

(16)

(17)
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Figure 3 : Partie réelle de la fonction temporellehéorique et
reconstruite en fonction du tempg

t

Figure 6 : Phase deg(t)e 2
4 Conclusion

—— Théorique

i i _ Les résultats exposés dans cet article peuvent étre
~ : : Reconstruit étendus au cas de fonctions & spectres dans déssban

______________________________________________________________________ —

symetriques : c’est le cas des instruments embsardué
type SIFTI ou TROPOMI. C'est également le cadre
naturel des échantillonnages du type PNS. D’autré p
on peut construire des formules d’interpolationotas
dans le cas d’échantillonnages irréguliers pluseoganx

[3]. Mais la méthode que nous avons exposée a
'avantage de calculer le spectre et de faire tradie
lindaire sans interpoler la fonction qui a été
échantillonnée. Les démonstrations des formules son
données dans larticle ainsi que des résultats de

simulations sur des cas simples pour valider les
Figure 4 : FonctionF(w) théorique et reconstruite en fonction formules.
de la pulsatione
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