
Sélection supervisée d’attributs en haute dimension via

l’approximation de Kirkwood

Claude Cariou, Kacem Chehdi

Institut d’Électronique et de Télécommunications de Rennes
Équipe TSI2M

Enssat
6, rue de Kerampont, 22300 Lannion, France

claude.cariou@univ-rennes1.fr, kacem.chehdi@univ-rennes1.fr

Résumé – Nous nous intéressons au problème de la sélection supervisée d’attributs, l’objectif étant de sélectionner séquentiel-

lement et par ordre de pertinence les attributs permettant d’expliquer l’appartenance d’une observation à une classe particulière.

Nous proposons une nouvelle technique de sélection séquentielle supervisée de type filtre, basée sur la maximisation de l’infor-

mation mutuelle entre la vérité de terrain et les données multidimensionnelles. Cette technique s’appuie sur l’approximation de

superposition de Kirkwood, qui permet d’appréhender le conditionnement multivarié nécessaire pour prendre en compte l’his-

torique du processus de sélection. Nous illustrons la pertinence de notre approche par comparaison avec quelques méthodes

similaires de sélection supervisée, notamment en imagerie hyperspectrale.

Abstract – We investigate the problem of supervised feature selection, with the objective to sequentially select the features

which are the most informative and which best explain the membership of observations to particular classes. We propose a new

filter-based forward feature selection method based on the maximization of the mutual information between the available ground

truth and the multidimensional observations. Our technique uses the Kirkwood superposition approximation which allows to

tackle the problem of multiple conditioning required to account for the history of the selection procedure. We illustrate the

relevance of our approach by means of comparisons with similar feature selection methods, particularly in hyperspectral imagery.

1 Introduction

Nous nous intéressons au problème de la sélection su-
pervisée d’attributs, utilisée dans de nombreuses applica-
tions, comme la reconnaissance de formes, la fouille de
données, ou le domaine médical. La sélection d’attributs
consiste à retenir, parmi un grand nombre d’attributs d’un
ensemble de données, ceux dont l’apport informationnel
est le plus grand. Il est fréquent en effet que plusieurs
attributs d’un ensemble de données montrent une forte
corrélation mutuelle, et que l’ensemble de tous les attri-
buts disponibles n’apporte que peu d’information supplé-
mentaire sur la structure des observations par rapport à
un sous-ensemble d’attributs bien choisis. Selon le nombre
d’observations disponibles, cette richesse informationnelle
peut même nuire à la qualité d’un classification posté-
rieure : c’est le phénomène de Hughes [1]. La sélection
d’attributs peut être conduite de manière supervisée ou
non supervisée. Ici, nous examinons les méthodes supervi-
sées, et nous supposons qu’un ensemble labellisé d’obser-
vations multivariées est disponible. L’objectif est donc de
sélectionner par ordre de pertinence les attributs permet-
tant d’expliquer l’appartenance de telle observation à telle
classe. On compte deux grandes familles de techniques de

sélection supervisée d’attributs : l’approche par filtre (fil-

ter) dans laquelle la sélection est menée préalablement et
donc indépendamment de la classification, et l’approche
"symbiose" (wrapper) qui permet une sélection itérative
par une évaluation en aval de la qualité de la classification
obtenue au moyen des attributs courants [2, 3].
Dans cette communication, nous proposons une nouvelle
technique de sélection séquentielle supervisée de type filtre,
basée sur la théorie de l’information, qui propose un cadre
approprié à la découverte de dépendances non linéaires,
voire non fonctionnelles, entre variables. Notre approche
est comparable à d’autres méthodes récentes [4, 5, 6, 7, 8]
ayant pour objectif de maximiser l’information mutuelle
entre la vérité de terrain et les données sélectionnées dans
un schéma de type incrémental, c’est à dire par construc-
tion effective d’un sous-ensemble d’attributs pertinents.
Cette technique s’appuie sur l’approximation de superpo-
sition de Kirkwood permettant d’appréhender le condi-
tionnement multivarié nécessaire pour prendre en compte
l’historique du processus de sélection. Après une descrip-
tion de notre approche, nous présenterons quelques résul-
tats expérimentaux obtenus dans le contexte de la classi-
fication supervisée d’ensembles de données en grande di-
mension, notamment issues de l’imagerie hyperspectrale.



2 L’approche proposée : saMMI

On considère une collection {xi = [x
(1)
i · · ·x

(B)
i ]}; i =

1, · · · , N de réalisations d’un vecteur aléatoire réel X =
[

X(1) · · ·X(B)
]

de loi de densité supposée continue sur R
B,

avec B le nombre d’attributs originaux. On suppose connu
un vecteur y = [y1 · · · yN ]T , yi ∈ C ⊂ N de labels discrets
associé à l’ensemble des observations. La sélection d’attri-
buts consiste à trouver le vecteur X⋆ de dimension m < B

qui permet d’expliquer au mieux la variable aléatoire des
labels Y . Le problème peut être posé comme la maximisa-
tion de l’information mutuelle de Shannon entre la vérité
de terrain et l’observation :

X⋆ = arg max
Pm({X(k)})

I(Y ; X) , (1)

avec :

I(Y ; X) =
∑

y∈C

∫

RB

fY ;X(y, x) log
fY ;X(y, x)

PY (y).fX(x)
dx (2)

et Pm(.)) l’ensemble des parties de cardinal m d’un en-
semble. Il existe de nombreuses méthodes supervisées de
sélection séquentielle d’attributs dans la littérature [4, 5,
8]. Dans [4], les auteurs proposent un critère d’information
mutuelle conditionelle (CMIM, pour Conditional Mutual

Information Maximization) permettant de sélection-
ner l’attribut X ′ maximisant I(Y ; X ′|X) pour chaque at-
tribut X déjà sélectionné. Dans [5], la méthode mRMR
(min Redundancy Max Relevance) fonde la sélection sur
le critère I(Y ; X ′)− 1

card(S)

∑

X∈S I(X ; X ′) où S est l’en-
semble des attributs déjà sélectionnés. Dans [8], les au-
teurs proposent une autre méthode de sélection, appelée
ici MIM (pour Mutual Information Maximization), maxi-
misant un critère basé sur la réécriture du critère (1) en
une somme de termes d’information mutuelle couplés et
de termes d’information mutuelle conditionnelle. Ces trois
méthodes partagent une hypothèse d’indépendance condi-
tionnelle à un ordre supérieur à deux des attributs de l’en-
semble de données. Le schéma que nous proposons, baptisé
saMMI (pour superposition approximation Maximisation

of Mutual Information), repose sur la règle suivante de
chaînage de l’information mutuelle multiple :

I(Y ; X1, · · · , Xm) =
m

∑

n=1

I(Y ; Xn|X1, · · · , Xn−1) . (3)

La difficulté de cette approche réside dans l’expression
des termes d’information mutuelle multiplement condi-
tionnelle, ceux-ci nécessitant théoriquement la manipula-
tion de lois multivariées de dimension croissante.
Pour résoudre ce problème, nous proposons d’approcher
des lois multiplement conditionnelles par l’approximation
de superposition de Kirkwood (KSA, [9]). La KSA est uti-
lisée en physique pour évaluer les distributions de confor-
mations moléculaires en décomposant des distributions
multivariées en grande dimension en distributions de di-
mension inférieure [10]. La KSA a également été utilisée

en apprentissage automatique pour l’analyse des interac-
tions entre variables [11]. Par exemple, l’approximation
de superposition d’ordre deux (KSA2) d’une distribution
trivariée est donnée par :

fX,Y,Z(x, y, z) ≈ f SA2

X,Y,Z(x, y, z) (4)

=
fX,Y (x, y) . fY,Z(y, z) . fX,Z(x, z)

fX(x) . fY (y) . fZ(z)
.

Chaque terme d’information mutuelle conditionnelle
ISA2(Y ; X |X1, · · · , Xn−1), n > 1 est estimé par échan-
tillonnage suivant les distributions conditionnelles d’ordre
inférieur, calculées par la KSA2. Plus précisément, étant
donné un ensemble d’attributs antérieurement sélection-
nés, saMMI estime cette information mutuelle multiple-
ment conditionnelle comme la moyenne empirique de
termes d’information obtenus par échantillonnage de lois
conditionnelles approchées par la KSA2 :

ISA2(Y ; X |X1, · · · , Xn−1) ≈

1
M

∑M

i=1

{

∑

y∈C

∫

x∈R
f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

(y, x)

. log
f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

(y,x)

P SA2

Y |E
(i)
n−1

(y).f SA2

X|E
(i)
n−1

(x)
dx

}

, (5)

où f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

est la KSA2 de la loi conjointe condition-

nelle fY ;X|X1,··· ,Xn−1
obtenue par échantillonnage, E

(i)
n−1

est l’évènement
{

X1 = x
(i)
1 , · · · , Xn−1 = x

(i)
n−1

}

, n > 1,

x(i) représente le ième échantillon issu de la loi univa-
riée f SA2

X|E
(i)
n−1

, P SA2

Y |E
(i)
n−1

et f SA2

X|E
(i)
n−1

sont les lois marginales

de f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

, et M est le nombre de tirages issus de

f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

. L’Algorithme 1 montre la procédure d’estima-

tion de cette information mutuelle conditionnelle, et l’Al-
gorithme 2 décrit la sélection séquentielle d’attributs de
saMMI. En pratique, les distributions des marginales de
X sont obtenues par discrétisation en 32 classes d’égale
amplitude entre les valeurs extrêmes.

Le principal inconvénient de saMMI réside dans sa com-
plexité algorithmique qui croît avec le nombre de variables
de conditionnement. Afin d’accélérer la sélection tout en
préservant la capacité de saMMI à prendre en compte
des dépendances multiples dans les premières étapes de
la sélection, nous en proposons également une extension
permettant de basculer automatiquement vers la méthode
CMIM, approche de sélection plus simple et plus rapide.
Ce basculement est opéré dès que la décroissance relative
(par itération) du terme d’information mutuelle condition-
nelle moyenne atteint un seuil spécifié (5% ici). Cette ex-
tension est appelée saMMI/CMIM dans la suite.

3 Résultats expérimentaux

Les méthodes saMMI et saMMI/CMIM ont été com-
parées avec les approches similaires citées plus haut [4,



Algorithme 1 sa2CondMutInfo

Initialisation :
N réalisations d’un ensemble de n − 1 attributs sélec-
tionnés S = {X1, · · · , Xn−1} ;
N réalisations d’un attribut candidat X ;
y = [y1 · · · yN ]T , la vérité de terrain correspondante,
considérée comme un ensemble de réalisations de la v.a.
Y ;
M , la dimension de l’échantillon aléatoire ;

Sortie : I = ISA2(Y ; X |S)
Estimer les lois 1-D fXk

, 1 ≤ k ≤ n− 1 ;
Estimer les lois 2-D fXl,Xk

, 2 ≤ k ≤ n−1, 1 ≤ l ≤ k−1,
et fY,X(., .) ;
Estimer les lois 3-D fY,X,Xk

, 1 ≤ k ≤ n− 1 ;
I = 0 ;
pour i = 1 : M {

x
(i)
1 ∼ fX1(x) ;

pour k = 2 : n− 1 {

f SA2

Xk|E
(i)
k−1

(x) =

∏

1≤l≤k−1 f
Xl=x

(i)
l

,Xk

(x)

[fXk
(x)]

(k−2)

1

K

x
(i)
k ∼ f SA2

Xk|E
(i)
k−1

(x)

}

f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

(y, x) =

∏

1≤l≤n−1 f
Y,X,Xl=x

(i)
l

(y, x)

[fY,X(y, x)]
(n−2)

1

K ′

I ← I + ..
1

M

∑

y

{

∫

x
f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

(y, x) log
f SA2

Y ;X|E
(i)
n−1

(y, x)

P SA2

Y |E
(i)
n−1

(y) . f SA2

X|E
(i)
n−1

(x)
dx

}

}

Algorithme 2 saMMI

Initialisation :
{

xi = [x
(1)
i · · ·x

(B)
i ]; i = 1, · · · , N

}

, un ensemble de réa-

lisations de X =
[

X(1) · · ·X(B)
]

;
y = [y1 · · · yN ]T , la vérité de terrain correspondante,
considérée comme un ensemble de réalisations de la v.a.
Y ;

Sortie : S, l’ensemble des m attributs sélectionnés.
R =

{

X(1), · · · , X(B)
}

, l’ensemble des attributs res-
tants ;
S = ∅, l’ensemble des attributs sélectionnés ;
X1 = arg maxX∈R I(Y ; X) ;
S ← X1 ; R← R \X1 ;
pour n = 2 : m {

Xn = arg maxX∈R ISA2(Y ; X |S) ; (Algorithme 1)
S ← S ∪Xn ; R← R \Xn ;

}
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Figure 1 – Données MFEAT : Taux de bonne classifica-
tion moyens et écart-types du classifieur 5-NN en fonction
du nombre d’attributs sélectionnés pour différentes mé-
thodes de sélection.

5, 8]. La méthodologie expérimentale consiste à comparer
les taux de classification supervisée après sélection d’un
même nombre de bandes spectrales par les différentes mé-
thodes. Nous donnons ici les résultats pour deux ensembles
de données. Pour chacun d’eux, 100 sous-ensembles d’ap-
prentissage (50%) et de validation (50%) ont été extraits
par échantillonnage stratifié afin d’obtenir moyennes et
écarts-types des taux de bonne classification (TBC).

3.1 Données MFEAT

Le jeu de données MFEAT (Multiple Features) [12] com-
prend 2000 observations de 649 attributs correspondant
à des descripteurs de chiffres manuscrits (10 classes, 200
observations par classe). Un prétraitement de binarisation
des données a d’abord été effectué [5]. Les TBC moyens et
écarts-types obtenus après sélection et classification sont
donnés en Figure 1. On observe d’abord les faibles per-
formances de mRMR au delà des deux premiers attri-
buts sélectionnés. Un examen approfondi du coude des
autres courbes montrent que saMMI donne des TBC plus
élevés que les méthodes CMIM et MIM (au niveau de
confiance 95% après un test z unilatéral) entre 6 et 14
attributs sélectionnés. De plus, saMMI reste meilleure
que saMMI/CMIM sur cette même plage, ce qui montre
qu’elle peut, au prix d’une complexité accrue, proposer
des premiers attributs plus pertinents que les autres ap-
proches.

3.2 Données AVIRIS

Nous avons ensuite appliqué notre approche au domaine
de l’imagerie hyperspectrale pour la sélection de bandes
spectrales les plus informatives. Dans ce contexte, la sélec-
tion de bandes spectrales est utile car elle permet une ré-



duction significative du volume de données tout en préser-
vant l’information utile et nécessaire pour expliquer l’ap-
partenance d’une observation à une classe donnée. Nous
avons utilisé l’image AVIRIS Indian Pines, comprenant
220 bandes spectrales dans la gamme 0.4-2.5 µm [13]. Près
de la moitié des pixels sont référencés dans une des 16
classes identifiées par une vérité de terrain. Après sup-
pression des bandes les plus bruitées [14], nous avons re-
tenu un ensemble de 185 bandes spectrales comme at-
tributs initiaux pour chaque méthode. Pour chacun des
100 jeux d’apprentissage (50% apprentissage, 50% valida-
tion), les algorithmes CMIM, MIM, mRMR, saMMI et
saMMI/CMIM ont produit un ensemble de bandes sélec-
tionnées séquentiellement (de 1 à 30 bandes). Les données
en dimension réduite obtenues pour chaque méthode ont
ensuite fait l’objet d’une classification supervisée par 5-NN
sur chaque jeu de validation. La Figure 2 montre l’évolu-
tion du taux de bonne classification global (moyenne ±
écart-type) en fonction du nombre de bandes sélection-
nées pour chacune des cinq méthodes de sélection. Les
courbes montrent que les résultats obtenus avec saMMI
et saMMI/CMIM sont les meilleurs en moyenne jusqu’à
10 bandes sélectionnées. Au delà de cette limite, les taux
de classification sont dominés par la méthode CMIM, qui
rejoint les taux donnés par la méthode saMMI/CMIM.
Pour cette dernière, le basculement à CMIM est effectif à
partir de la huitième bande. Un test z unilatéral montre
que les taux sont significativement plus élevés pour les
méthodes saMMI et saMMI/CMIM que pour les trois
autres méthodes (au niveau de confiance 95%) dans la
gamme de 4 à 8 bandes sélectionnées, ce qui confirme l’ap-
port de notre approche dans la sélection des tout premiers
attributs. Des conclusions identiques ont été obtenues en
remplaçant le classifieur 5-NN par un classifieur SVM à
noyau gaussien, confirmant la supériorité de notre ap-
proche dans la sélection des premières bandes spectrales.

4 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle technique de sélection
supervisée incrémentale de type filtre basée sur la théo-
rie de l’information, permettant d’appréhender le calcul
d’une information mutuelle multiplement conditionnelle
par l’approximation de superposition de Kirkwood. Cette
approche, appelée saMMI, met en œuvre l’estimation de
lois conjointes du couple (attribut courant, classes d’ap-
prentissage) par échantillonnage des lois conditionnelles
aux attributs sélectionnés antérieurement. Elle a montré
de meilleures performances dans la sélection d’attributs
avant classification supervisée par rapport à des méthodes
d’inspiration identique. D’un point de vue opérationnel,
l’extension saMMI/CMIM également proposée ici est in-
téressante, car elle permet d’atteindre de bons taux de
classification tout en réduisant considérablement le coût
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Figure 2 – Données AVIRIS : Taux de bonne classifica-
tion moyens et écart-types du classifieur 5-NN en fonction
du nombre d’attributs sélectionnés pour différentes mé-
thodes de sélection.

calculatoire par rapport à saMMI.
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