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Résumé –Ce papier propose la Divergence de Kullback-Leibler (DKL) pour détecter et estimer des défauts naissants de petites amplitudes
(<1%) par une approche globale. Dans cette approche, l’indicateur de défaut est vu comme une mesure d’information et nonplus de résidus. Une
analyse théorique de l’expression de la divergence conduità un modèle analytique ne dépendant que du paramètre du défaut. Partant du modèle
établi, laDKL permet une estimation théorique de la sévérité du défaut. L’application sur un exemple numérique montre que ce modèle garantit
une borne supérieure de l’estimation de la sévérité du défaut. Il fournit alors une marge de sécurité sur l’estimation dudéfaut, souvent nécessaire
à des fins de surveillance.

Abstract – This paper addresses the problem of incipient fault detection and estimation. An informational measure, the Kullback-Leibler
Divergence, is proposed as a fault indicator through a global approach. A theoretical analysis is conducted to establish an analytical model
relating the divergence to the fault severity amplitude. The model allows a theoretical estimation of the fault amplitude depending on the
divergence value. Once applied to a numerical example, the theoretical estimation turns out as an upper bound of the actual fault amplitude.
While the usual statistics underestimate the fault severity, an upper bound is always necessary to guarantee a safety margin for the process.

1 Introduction

Beaucoup d’approches de diagnostic utilisent l’analyse en
composantes principales (ACP) dans une démarche locale pour
effectuer la détection d’un défaut [1, 2]. L’ACP, dans sa forme
classique, se base sur les dépendances linéaires ou quasi-linéaires
entre lesm variables d’un processus pour définir, suite à une
transformation orthogonale,l(l < m) nouvelles variables la-
tentes, dites composantes principales, décrivant des directions
principales non corrélées [3]. L’espace des variables est subdi-
visé en deux sous-espaces de dimensions réduitesl et (m− l),
appelés sous-espace principal et résiduel. Ensuite, le suivi du
fonctionnement du processus se fait en utilisant des tests statis-
tiques calculés dans l’un ou/et l’autre des sous-espaces.

Dans ce cadre, les statistiquesT2 de Hotelling et l’erreur
quadratique de prédiction (Squared Prediction Error SPE) sont
les indices typiques utilisés respectivement dans le sous-espace
principal et résiduel [4]. Cependant, la détection dans le sous-
espace principal est d’autant plus critique et non satisfaisante,
même avec l’indice angulaire global [5], que celle dans le sous-
espace résiduel, à cause des grandes variations normales qui
masquent souvent les variations des projections des défauts.
D’autre part, les cartes statistiques associées à ces indices ne
permettent pas un suivi direct et exact de l’évolution de la sé-

vérité du défaut ; une lecture locale peut entraîner de fausses
interprétations, à cause des fluctuations importantes des indi-
cateurs.

Souvent, la signature du défaut est recherchée dans le sous-
espace résiduel, le sous-espace principal étant concerné par les
défauts sur les variables indépendantes [4]. Des approchesde
structuration des résidus par reconstruction des indicateurs, ont
été proposées afin d’améliorer la sensibilité des indicateurs au
défaut et de permettre sa localisation [6]. Cependant, il est bien
établi que pour qu’un défaut soit totalement reconstruit par le
SPE ou l’une de ses variantes, sa direction doit être totalement
projetée dans le sous-espace résiduel [7]. Une perte de sensi-
bilité à certaines parties du défaut aura lieu si la projection du
défaut dans le sous-espace résiduel est partielle. Il en résulte
une sous-estimation de l’amplitude du défaut.

L’approche globale consiste à opter pour le sous-espace de
l’information, c’est-à-dire le sous-espace principal, afin d’amé-
liorer la qualité de détection. Elle consiste à extraire la signa-
ture du défaut de l’ensemble de l’information contenue dans
les données. Pour ce faire, on propose comme outil de détec-
tion une mesure probabiliste issue de la théorie de l’informa-
tion, qui est la Divergence de Kullback-Leibler. Après appli-
cation de l’ACP sur un exemple numérique, le calcul de la di-
vergence a montré dans [8, 9] ses performances en termes de



détection et de localisation des défauts. Sa pertinence vient du
fait que les distributions statistiques des composantes princi-
pales le long de leurs axes, sont révélatrices de l’information
latente des données. Ainsi, l’apparition d’un défaut provoque
des changements dans la distribution des composantes princi-
pales, pourtant inaperçus à l’oeil nu, mais qui sont détectables
par la divergence. Suite à ces résultats, il nous semble intéres-
sant de développer un modèle de la divergence, conduisant à
une estimation théorique de l’amplitude du défaut.

2 Estimation de l’amplitude du défaut
par le modèle théorique de laDKL

La Divergence de Kullback-Leibler (DKL) entre deux dis-
tributions de probabilité continuesf(x) et g(x) d’une variable
aléatoirex, est définie comme étant la version symétrique de
l’Information de Kullback-LeiblerI entre ces deux distribu-
tions [10],

I(f‖g) =

∫

f(x) log
f(x)

g(x)
dx, (1)

et
DKL(f, g) = I(f‖g) + I(g‖f). (2)

Elle est définie si
∫

x
f = 1,

∫

x
g = 1 et si les deux distribu-

tions partagent le même support. Dans le cas de distributions
normales,f ∼ N (µ1, σ

2
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2
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montrer que laDKL s’écrit :
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Dans notre approche, l’hypothèse de normalité sera appli-
quée sur les composantes principales. Cette hypothèse reposera
sur le fait que la solution au problème de l’ACP est donnée
sous forme de décomposition en valeurs et vecteurs propres de
la matrice de covariance. Les composantes principales, obte-
nues par combinaison linéaire des variables, sont alors égale-
ment à distributions normales. Cependant, dans notre étude, la
divergence ne sera pas appliquée aux composantes décrivant
l’espace résiduel : celles-ci risquent d’avoir leurs distributions
dégénérées. A partir de ces hypothèses, nous nous appuyons
sur (3) pour établir le modèle analytique de la divergence en
fonction des paramètres du défaut, à partir des composantesdu
sous-espace principal.

2.1 Modèle analytique proposé

Considérons la matriceX[N×m] des données collectées sur
un système à contrôler, tel queX = (x1, ...,xj , ...,xm) =

(xij)i,j , où xj = [x1j ...xNj ]
T est le vecteur colonne deN

mesures sur laj ème variable. La matrice des données centrées
(colonnes à moyennes nulles) est désignée parX̄[N×m]. La
j ème colonne deX̄ s’écrit x̄j = xj − µj , où µj désigne la
moyenne du vecteurxj . Soit S la matrice de covariance des
données. SoitP[m×l] la matrice des vecteurs propres générant
le sous-espace principal de dimensionl, P = (p1, ..., pl). Soit

λ1, ..., λl tel queλ1 > λ2 > ... > λl les valeurs propres
associées, aussi définies comme étant les variances des com-
posantes principales. Considérons la matrice des composantes
principalesT[N×l], ou T = (t1, ..., tl) = X̄P . Le défaut af-
fectant la variablexj est un biais additif dépendant de la va-
riable xj et caractérisé par un facteur multiplicatif d’ampli-
tudea affectant les mesures dans l’intervalle[b, c]. Un défaut
simple est considéré, tel que la variablexr, r 6= j, est sup-
posée sans défaut. Le vecteur des mesures dexj s’écrit alors
xj = x

∗

j + Fj , où l’étoile (*) désigne les mesures sans dé-
fauts ;x∗

j = [x∗

1j ...x
∗

Nj ]
T et Fj = a × [0...x∗

bj ...x
∗

cj ...0]
T.

La j ème colonne de la matrice centréēX[N×m] s’écrit, en pas-
sant par la moyenne du vecteurxj , tel quex̄j = x̄

∗

j + F̄j où

F̄j = Fj − a × 1
N

∑c

i=b x
∗

ij1, 1 est un vecteur colonne deN
unités.

La normalité des données implique que laième ligne deX̄
est un vecteur aléatoire d’une distribution normaleN (0,Γ).
Un estimateur non biaisé deΓ est donné parS = 1

N
X̄TX̄.

D’autre part, et sous la même hypothèse, chaque composante
principaletk, (aveck = {1, 2, ..., l}), suit une loi normalef ∼
N (0, λk). On propose de comparerf à sa référencef∗, telle
quef∗ ∼ N (0, λ∗

k). Les deux distributions, dont les moyennes
sont nulles, sont totalement décrites par leurs variances.La di-
vergence esta priori dédiée à la détection des défauts de petites
amplitudes ne modifiant pas le centre du sous-espace principal.
Ainsi peut-on écrireλk = λ∗

k + ∆λk, où∆λk est le biais de
variance dû à l’occurrence du défaut. D’après (3), la divergence
entref etf∗ s’écrit :

DKL(f, f∗) =
1

2
[

∆λ2
k

λ∗

k(λ
∗

k +∆λk)
]. (4)

Supposons ensuite queλk est une fonction du paramètre du
défauta, et que cette fonction est infiniment différentiable au
voisinage dea = 0, le développement de Taylor deλk autour
dea = 0 donne :

λk = λ∗

k +
∂λk

∂a
a+

1

2

∂2λk

∂a2
a2 +

1

3!

∂3λk

∂a3
a3 + ... (5)

La dérivée d’ordren de la valeur propre associée au vecteur
proprep∗k de la matriceS, où p∗k = [p1k...pmk]

T , s’exprime
d’après [11] par :

∂nλk

∂an
= p∗

T

k

∂nS

∂an
p∗k. (6)

Il s’agit enfin d’expliciter la matriceS en fonction du para-
mètre du défaut, et de calculer ensuite ses dérivées. Il en résulte
que les dérivées d’ordre supérieur deS (n > 2) sont nulles,
tandis que les dérivées première et seconde donnent :











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)
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2

N
p2jkσ

(7)



DKL(f, f∗) =
2

N2

(

pjk
∑m

r=1 prkδr × a+ (3/2p2jk)σ × a2
)2

λ∗

k

(

λ∗

k + 2
N
(pjk

∑m

r=1 prkδr)× a+ 3
N
(p2jk)σ × a2

) (12)

ouδr, δj etσ sont des constantes calculées à partir des mesures
sans défauts. Cependant, elles dépendent de l’intervalle[b, c]
que l’on suppose être connu.

δr =

c
∑

i=b

(xir − µr)x
∗

ij −
1

N

c
∑

i=b

x∗

ij ×
N
∑

i=1

(xir − µr), (8)

δj =
c
∑

i=b

(x∗

ij − µ∗

j )x
∗

ij −
1

N

c
∑

i=b

x∗

ij ×
N
∑

i=1

(x∗

ij − µ∗

j ) (9)

σ = [N−(c−b+1)]

(

1

N

c
∑

i=b

x∗

ij

)2

+

c
∑

q=b

(

x∗

qj −
1

N

c
∑

i=b

x∗

ij

)2

(10)
En applicant (5) au cas considéré, on obtient :

λk = λ∗

k +
2

N

(

pjk

m
∑

r=1

prkδr

)

× a+
3

N

(

p2jk
)

σ× a2. (11)

Enfin, l’expression de la divergence en fonction de l’ampli-
tude du défaut est donnée à partir de (4) par (12).

Par conséquent, si l’on noteα1 = pjk
∑m

r=1 prkδr etα2 =
3/2p2jkσ, l’estimation théorique de l’amplitude du défaut s’ob-
tient à partir de laDKL et de son expression (12) par :

â =
−α1 +

√

α2
1 + 2α2Nλ∗

k(DKL+
√

(DKL2 + 2DKL))

2α2
(13)

2.2 Validation et interprétation du modèle

Considérons un exemple numérique décrivant le fonctionne-
ment d’un système [12] avecm = 7 variables explicatives,
définies à l’instanti par les équations suivantes :

x1(i) ∝ N (0, 1), x2(i) = −x1(i)

x3(i) = x1(i)− x2(i), x4(i) = x1(i)− 3x2(i)

x5(i) = 0.5x2(i) + x3(i), x6(i) = x1(i)− 4x2(i)

x7(i) = 0.2x2(i) + x3(i)

La matrice de donnéesX formée deN observations donne
une seule composante principalet∗

1
= X̄p∗1, dont la direction

est déterminée par le vecteur proprep∗1 = [0.138−0.138 0.2761
0.5521 0.2070 0.6901 0.2484]T et de varianceλ∗

1 = 52.457.
La Fig.1 trace l’évolution de laDKL théorique (12) et celle

estimée (2) en fonction de l’amplitude du défauta ∈ [0, 1]%,
tenant compte que le modèle théorique est dédié aux défauts
naissants, c’est-à-dire de très faible amplitude. Différentes va-
leurs deN sont considérées et l’intervalle[b, c] est ajusté tel
que la taille de l’échantillon en défaut correspond à 1% deN .
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FIGURE 1 – Evolution de laDKL

La divergence estimée tend vers la divergence théorique quand
N augmente. En effet et d’après le théorème de la limite cen-
trale, l’hypothèse de la normalité devient valide pourN assez
large. Dans ce cas, la divergence théorique donne une estima-
tion exacte de la sévérité du défaut. Le modèle analytique dé-
termine une surestimation (â) de l’amplitude réelle (a) du dé-
faut. En ce sens, cette borne supérieure du défaut représente
une marge de sécurité.

L’erreur relative, notéeEr, d’estimation dea par la valeur
théoriquêa donnée par (13) s’écrit :

Er =
| a− â |

a
(14)
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FIGURE 2 – Surestimation de l’amplitude du défaut et erreur
relative correspondante ; cas1% deN en défaut

Considérons 1 million d’échantillons, soitN = 106, que
l’on peut effectivement obtenir avec une fréquence d’échan-
tillonnagefs de 10kHz pendant une durée d’acquisition de
1mn40s. La taille de l’échantillon en défaut étant toujoursde
1% deN , la Fig.2 trace l’amplitude réelle du défaut ainsi que



celle théoriquement estimée par laDKL, et l’erreur relative
qui en résulte. L’erreur absolue| a − â | augmente presque
proportionnellement à l’amplitude du défaut conduisant à un
pourcentage d’erreur deEr = 30%.

Un pourcentage d’erreur de30% peut-être jugé acceptable
pour des amplitudes faibles du défaut (a < 1%), qui est l’hypo-
thèse sous laquelle (13) est établie. Cependant, l’erreur relative
dépend fortement de la taille de l’échantillon en défaut : elle
diminue quand la proportion de l’échantillon en défaut aug-
mente. Pour une proportion allant de1% jusqu’à20% deN on
trace sur la Fig.3 l’évolution de l’erreur relative commisesur
l’estimation de l’amplitude du défaut.
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FIGURE 3 – Erreur relative de surestimation du défaut en fonc-
tion de la proportion (%) de l’échantillon en défaut.

Pour un échantillon en défaut qui représente10% de l’échan-
tillon total (une proportion souvent rencontrée dans la littéra-
ture), l’erreur relative de surestimation par laDKL tombe à
5%. Sur la Fig. 4 sont représentées pour ce cas les amplitudes
réelle et celle estimée du défaut en fonction de laDKL pour
a ∈ [0, 5]%. Ainsi, grâce à la sensibilité de laDKL aux pe-

10
−11

10
−10

10
−9

10
−8

10
−7

10
−6

10
−5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

 DKL

A
m

pl
itu

de

 

Amplitude réelle a
Amplitude estimée â   

FIGURE 4 – Surestimation de l’amplitude du défaut par la
DKL, cas10% deN en défaut

tites variations et donc sa capacité à détecter des défauts nais-
sants, une erreur relative de0.05 sur l’estimation de l’amplitude

faible du défaut est considérée très satisfaisante. En plus, l’er-
reur, conduisant ici à une surestimation, représente une marge
de sécurité du système en surveillance.

3 Conclusion

Contrairement aux indicateurs de défauts usuels, la Diver-
gence de Kullback-Leibler permet l’extraction de la signature
du défaut non plus de l’espace des résidus, mais de l’espace
de l’information décrit par les données. LaDKL montre une
plus grande sensibilité aux défauts de faibles amplitudes vue
quelle quantifie les distortions globales dues à l’occurrence du
défaut. En se basant sur la divergence calculée dans le sous-
espace principal défini dans le cadre de l’ACP, un modèle ana-
lytique de laDKL permet une estimation théorique de la sé-
vérité du défaut. La valeur estimée constitue une surestimation
satisfaisante de la sévérité actuelle du défaut : tenant compte de
la sensibilité de laDKL aux défauts naissants, l’erreur de sur-
estimation est jugée faible et constitue une marge de sécurité
intéressante pour la surveillance.
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