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Résumé —Ce papier propose la Divergence de Kullback-LeiblBif{L) pour détecter et estimer des défauts naissants de petigitiales
(<1%) par une approche globale. Dans cette approche,datelir de défaut est vu comme une mesure d’'information eplusrde résidus. Une
analyse théorique de I'expression de la divergence coadwitmodéle analytique ne dépendant que du paramétre du.déaiant du modéle
établi, laD K L permet une estimation théorique de la sévérité du défaapplication sur un exemple numérique montre que ce modédamtja
une borne supérieure de I'estimation de la sévérité du tdéfdournit alors une marge de sécurité sur I'estimatiorddaut, souvent nécessaire
a des fins de surveillance.

Abstract — This paper addresses the problem of incipient fault deteaind estimation. An informational measure, the Kullbkelbler
Divergence, is proposed as a fault indicator through a ¢lapproach. A theoretical analysis is conducted to estalais analytical model
relating the divergence to the fault severity amplitude.e Thodel allows a theoretical estimation of the fault amgdituwepending on the
divergence value. Once applied to a numerical example hiaerétical estimation turns out as an upper bound of theabfdult amplitude.
While the usual statistics underestimate the fault seyexit upper bound is always necessary to guarantee a safeginrfa the process.

1 Introduction vérité du défaut; une lecture locale peut entrainer de ésuss
interprétations, a cause des fluctuations importantesraies i

Beaucoup d’approches de diagnostic utilisent I'analyse eﬁateurs.
santos prine . s Y Souvent, la signature du défaut est recherchée dans le sous-

composantes principales (ACP) dans une démarche locate po L i T .
effectuer la détection d’un défaut [1, 2]. LACP, dans sarfer opace residuel, Ie_sous espace principal étant concar
défauts sur les variables indépendantes [4]. Des appratshes

classique, se base sur les dépendances linéaires ou inéasids . L . _—
entre cI1e3m variables d'un rgcessus our définir, suite a unestructuratlon des résidus par reconstruction des indicstent
P P ’ eté proposées afin d’améliorer la sensibilité des indicatau

:rar;sfor(;rjtatlon orthogor;aléﬁl < .m)l nou(;/Eallgs V?:;Zglt%? la- défaut et de permettre sa localisation [6]. Cependantt Bies
entes, dites composantes principales, decrivan S stabli gue pour qu’un défaut soit totalement reconstruitipa

principales non corrélées [3). L'espace des variablesustis SPE ou l'une de ses variantes, sa direction doit étre to&ém

visé en deux sous-espaces de dimensions rédutes: 1), projetée dans le sous-espace résiduel [7]. Une perte de sens

appe_lés sous-espace principal et r_ésidue_l.. Ensuite, Ve daui bilité a certaines parties du défaut aura lieu si la prapectiu
fonctionnement du processus se fait en utilisant des tsis-s ..+ dans le sous-espace résiduel est partielle. Il efteés

tiques calculés dans 'un ou/et I'autre des sous-espaces. une sous-estimation de I'amplitude du défaut.

ugg:;iCﬁecggrer’éﬁitisgﬁusst'quu:i ddlgrg dc:(t;l(l)lng(rartolreSréeurs L'approche globale consiste a opter pour le sous-espace de
q q P (Sq B I'information, c’est-a-dire le sous-espace principah afiamé-

Ier?r:gid';f:tt¥§é?§f; TE]I'SSZ riirézzttlvleam deér:feifi‘gi Igaene;gg liorer la qualité de détection. Elle consiste a extraireidma-
P paletre > P o e ture du défaut de I'ensemble de l'information contenue dans
espace principal est d'autant plus critique et non sasiafae, les données. Pour ce faire, on propose comme outil de détec-

meme aV(,ac_I mdmt\a angulaire global [5], que_ce_lle dans us_so tion une mesure probabiliste issue de la théorie de I'inferm
espace résiduel, a cause des grandes variations normales féj

masquent souvent les variations des projections des défauI n, qui est la Divergence de Kullback-Leibler. Apres appl
, q e projectior . ation de I'’ACP sur un exemple numérique, le calcul de la di-
D’autre part, les cartes statistiques associées a ceefde

e h . ! vergence a montré dans [8, 9] ses performances en termes de
permettent pas un suivi direct et exact de I'évolution deéla s 9 [8, 9] P



détection et de localisation des défauts. Sa pertinencé die A1, ..., \; tel queA; > Xy > ... > )\ les valeurs propres

fait que les distributions statistiques des composantesipr associées, aussi définies comme étant les variances des com-
pales le long de leurs axes, sont révélatrices de l'infoiomat posantes principales. Considérons la matrice des comigssan
latente des données. Ainsi, 'apparition d’'un défaut pome  principalesTiy ., ouT = (t1,....,t1) = X P. Le défaut af-

des changements dans la distribution des composante$- prinfectant la variabler; est un biais additif dépendant de la va-
pales, pourtant inapergus a I'oeil nu, mais qui sont déidesa  riable z; et caractérisé par un facteur multiplicatif d’ampli-
par la divergence. Suite a ces résultats, il nous semblesité tudea affectant les mesures dans l'intervaflec]. Un défaut

sant de développer un modeéle de la divergence, conduisansinple est considéré, tel que la variablg, » # j, est sup-

une estimation théorique de I'amplitude du défaut. posée sans défaut. Le vecteur des mesures;deécrit alors
z; = x; + Fj, ou I'étoile (*) désigne les mesures sans dé-

. . . z fauts;z* = [z},..2%, )T et Fj = a x [0..z},..2%....0]T

2 Estimation de 'amplitude du défaut oo PN g e
. o La j°™* colonne de la matrice centrég y ., S'écrit, en pas-

par le modele théorique de laDKL sant par la moyenne du vectety, tel quez; = z; + Fj ou

_ _ _ Fj=Fj —ax 4> ;,=};1,1 estun vecteur colonne dé

La Divergence de Kullback-Leibled{K L) entre deux dis- | jitgs.

tributions de probabilité continug¥x) et g(z) d’'une variable
aléatoirez, est definie comme étant la version symetrique de | 5 normalité des données implique qued&® ligne de X

I'Information de Kullback-LeiblerI entre ces deux distribu- est un vecteur aléatoire d’une distribution normaféo, T').

tions [10], () Un estimateur non biaisé de est donné pas = +X7'X.
I(fllg) = /f(x) log @ dz, (1)  Drautre part, et sous la méme hypothése, chaque composante

g principalet, (aveck = {1,2,...,1}), suit une loi normalg’ ~

et DKL(f,q) = I(fllg) + I(g| f). ) N (0, \r). On propose de compargra sa référencg*, telle

quef* ~ N (0, \}). Les deux distributions, dont les moyennes
Elle est définie si f = 1, [ g = 1 et si les deux distribu- sont nulles, sont totalement décrites par leurs variaheegi-
tions partagent le méme support. Dans le cas de distrilitioergence es priori dédiée a la détection des défauts de petites
normales,f ~ N (u1,07) etg ~ N (uz,03), il est possible de  amplitudes ne modifiant pas le centre du sous-espace paincip

montrer que laD K L s’écrit . Ainsi peut-on écrire\;, = \j + A)x, 00 A\ est le biais de
102 o2 1 1 variance d0 a I'occurrence du défaut. D’aprés (3), la dierog
DKL(f,g9) = [+ —% + (1 —p2)*(— + =) —2]. (3) entref et f* s'écrit :
207 0% oy 05
Dans notre approche, I’h){po'Fhése de normalité sera appli- DKL(f, f*) = l[ _ *A)‘% ). (4)
quée sur les composantes principales. Cette hypothésgerapo 270 (AL +AN)

upposons ensuite que. est une fonction du parametre du
éfauta, et que cette fonction est infiniment différentiable au
oisinage de: = 0, le développement de Taylor de autour
ea = 0donne:

sous forme de décomposition en valeurs et vecteurs propres
la matrice de covariance. Les composantes principales; obl‘v
nues par combinaison linéaire des variables, sont alorleégad
ment a distributions normales. Cependant, dans notre daude
divergence ne sera pas appliquée aux composantes décrivant A= A %a n 1A 5 13\ o3 (5)
I'espace résiduel : celles-ci risquent d’avoir leurs dlgttions k

sur le fait que la solution au probléme de I'ACP est donné@a

Oa 292 " T 31043
dégenérees. A partir de ces hypotheses, nous nous appuyQRSqérivée d'ordrer de la valeur propre associée au vecteur
sur (3) pour établir le modéle analytique de la divergence ®Broprep: de la matriceS, ol pt = [pus...oms]T , S'Exprime
fonction des parameétres du défaut, a partir des composduntes d’aprés ]fll] par : F
sous-espace principal.
O™\ L,TO"S

. ) ; Dan Pr HonPre (6)
2.1 Modele analytique proposé

Il s’agit enfin d’expliciter la matrice5 en fonction du para-
meétre du défaut, et de calculer ensuite ses dérivées. |beiteé
gue les dérivées d’ordre supérieur 8gn > 2) sont nulles,

< T . s 3N
(zij)ij, OUx; = [r1;..xn;]  estle vecteur colonne d¥  tandis que les dérivées premiere et seconde donnent :
mesures sur la™¢ variable. La matrice des données centrées

Considérons la matric& [y ., des donnees collectées sur
un systéme a contrdler, tel qUé = (z1,...,Zj, ..., Tm) =

(colonnes & moyennes nulles) est désignéear. .. La Ok L,T0S 2 m 9

eme v QAAr . — e Al . Aéci . = Pr 5Pk = > ijiprk(sr‘i‘pijxa
j°™¢ colonne deX s’écrite; = x; — pj, ou p; désigne la da da N —

moyenne du vecteut;. Soit S la matrice de covariance des 02\ 028 9 .

*7

. . . . _ 2
données. Soif’,,, ;) la matrice des vecteurs propres génerant a2 P ka ijkff
le sous-espace principal de dimensip® = (p1, ..., p;). Soit @)



2
2 (ij Doty Pridy X a+ (3/2p% )0 x a2)
= _
N Ak (/\Z + % (Djk 2072y Prkdr) X a4 1 (p2)o X a2)

DKL(f, f*) = (12)

oud,, d; eto sont des constantes calculées a partir des mesures
sans défauts. Cependant, elles dépendent de l'interpatie 00l
que I'on suppose étre connu.
c 107 |dkl //i z ;
— 4 ~ ~ ~Estimée avec N=10
O = Z(I” i )T — N Z:c x Z Tip — pr),  (8) X — Modele théorique
i=b ot 2 Estimée avec N=10°
c c N E - - Estimée avec N=10"
1 ;
* * * * * * !
0j = Z(% — 13T — N Z%‘ X Z(% —n3) (9 107
i=b i=b =1
1 c 2 c 1 c 2 10780 a ]
— —(— _ * * o * 0 0.001 0002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
o= [N—(c=b+1)] N Z Tij +Z Lqj N Z Lij Amplitude
i=b q=b i=b
(10)

En applicant (5) au cas considéré, on obtient : FIGURE 1 — Evolution de DKL

La divergence estimée tend vers la divergence théoriqualjua

A = AL+ <ka Zprw ) Xa+ — (p?k) oxa® (11) N augmente. En effet et d’apres le théoreme de la limite cen-
trale, I'hypothése de la normalité devient valide pdlrassez

Enfin, I'expression de la divergence en fonction de I'ampli-large. Dans ce cas, la divergence theorique donne une estima

tude du défaut est donnée a partir de (4) par (12). tion exacte de la séverité du déefaut. Le modele analytique de
termine une surestimatioa) de I'amplitude réelleq) du dé-
Par conséquent, si 'on note, = p;x S.7" | prid, €tay =  faut. En ce sens, cette borne supérieure du défaut repeésent

3/2p7k0 I'estimation théorique de 'amplitude du défaut s’ob- Une marge de sécurité.
tient a partir de laD K L et de son expression (12) par :
L'erreur relative, notédr,., d’estimation dex par la valeur

—a1 + \/a% +20oNXi (DKL ++/(DKL?+2DKL)) théoriquei donnée par (13) s’écrit :

a= .
20 E. = M 14
(13) " a (14)
. . . , . N L |- - —Amplitude réelle a
2.2 Validation et interprétation du modele S | Ampituge esimee a
©
Considérons un exemple numérique décrivant le fonctionne- g—‘im
ment d’'un systéme [12] avea = 7 variables explicatives, Soorf
définies a l'instant par les équations suivantes :
107" 10" 10" 107 10 10° 107
.I'l(l) O(N(Oa 1)7 .I'g(l) = _‘Tl(i) : : : : D\KL ! ! ! !
23(i) = 21(6) —22(3),  @a(d) = 21(4) — 3962(2) ,gooéz\’
Zos) |
w5(i) = 0.502(0) + w3 (i), we(i) = 21(i) — 4 (i) g, —
I7( )—02172( )+I3( ) I%0.15 :
La matrice de donnéeXx formée deN observations donne “lo" o005 001 001 00z 002 003 003 004 0045 005

o _ ) . Amplitude
une seule composante principalfe= Xp7, dont la direction

est déterminée par le vecteur propfe= [0.138 —0.138 0.2761
0.5521 0.2070 0.6901 0.2484]T et de variance\} = 52.457.
La Fig.1 trace I'évolution de I® K L théorique (12) et celle
estimée (2) en fonction de I'amplitude du défaut [0, 1)%, Considérons 1 million d’échantillons, saN = 10, que
tenant compte que le modéle théorique est dédié aux défadtsn peut effectivement obtenir avec une fréquence d’éehan
naissants, c'est-a-dire de trés faible amplitude. Difiégs va- tillonnage fs de 10kH > pendant une durée d’acquisition de
leurs deN sont considérées et I'intervallg, ¢] est ajusté tel 1mn40s. La taille de I'’échantillon en défaut étant toujodees
que la taille de I'échantillon en défaut correspond a 1%vde 1% de N, la Fig.2 trace I'amplitude réelle du défaut ainsi que

FIGURE 2 — Surestimation de I'amplitude du défaut et erreur
relative correspondante ; ca% de NV en défaut



celle théoriquement estimée parIaK L, et I'erreur relative
qui en résulte. L'erreur absoluea — & | augmente presque
proportionnellement a I'amplitude du défaut conduisannha u
pourcentage d’erreur dé, = 30%.

Un pourcentage d’erreur d®% peut-étre jugé acceptable
pour des amplitudes faibles du défaut{ 1%), qui est I'hypo-
thése sous laquelle (13) est établie. Cependant, I'eretative
dépend fortement de la taille de I'échantillon en défaute el
diminue quand la proportion de I'échantillon en défaut aug
mente. Pour une proportion allant 8% jusqu’a20% de N on
trace sur la Fig.3 I'évolution de I'erreur relative commag
I'estimation de I'amplitude du défaut.
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FIGURE 3 — Erreur relative de surestimation du défaut en fonc- (2]

tion de la proportion (%) de I'échantillon en défaut.

Pour un échantillon en défaut qui représelité de I'échan-
tillon total (une proportion souvent rencontrée dans ténit-
ture), I'erreur relative de surestimation parllai L tombe a

5%. Sur la Fig. 4 sont représentées pour ce cas les amplitudes

réelle et celle estimée du défaut en fonction d®I& L pour
a € [0,5]%. Ainsi, grace a la sensibilité de RK L aux pe-

0.06

- — —Amplitude réelle a
—— Amplitude estimée &

0.05F

o
o
=

Amplitude
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0.01

10°
DKL

FIGURE 4 — Surestimation de I'amplitude du défaut par la
DKL, casl0% de N en défaut

tites variations et donc sa capacité a détecter des défaists n
sants, une erreur relative 885 sur I'estimation de I'amplitude

faible du défaut est considérée tres satisfaisante. En lfBus
reur, conduisant ici a une surestimation, représente umgema
de sécurité du systéme en surveillance.

3 Conclusion

Contrairement aux indicateurs de défauts usuels, la Diver-
gence de Kullback-Leibler permet I'extraction de la sigmat
du défaut non plus de I'espace des résidus, mais de I'espace
de l'information décrit par les données. ILaK L montre une
plus grande sensibilité aux défauts de faibles amplitudes v
quelle quantifie les distortions globales dues a I'occureatu
défaut. En se basant sur la divergence calculée dans le sous-
espace principal défini dans le cadre de 'ACP, un modéle ana-
lytique de laD K L permet une estimation théorique de la sé-
vérité du défaut. La valeur estimée constitue une surestma
satisfaisante de la sévérité actuelle du défaut : tenanptmde
la sensibilité de D K L aux défauts naissants, I'erreur de sur-
estimation est jugée faible et constitue une marge de $écuri
intéressante pour la surveillance.
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