Adaptation en ligne d’un dictionnaire pour les méthodes a noyau
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Résumé — Cet article traite du probléme de I’identification en-ligne des systémes non linéaires et non stationnaires par les méthodes a noyau.
L’ordre des modeles est controlé par le critere de cohérence utilisé comme critére de parcimonie, qui mene a sélectionner les fonctions noyau
les plus pertinentes au sens de ce critere, formant ainsi un dictionnaire. On exploite 1’adaptation du dictionnaire en proposant une méthode
de descente de gradient stochastique qui s’applique conjointement a 1’estimation en ligne des coefficients du modele a noyau. un algorithme
d’identification en ligne a noyau. Pour ce dernier, sans limitation, il peut s’agir de 1’algorithme de moindres carrés récursif a noyau ou de
projection affine a noyau. La méthode proposée permet une diminution de I’erreur quadratique instantanée et une réduction de la complexité du
modele.

Abstract — This article tackles the online identification problem for nonlinear and nonstationary systems using kernel methods. The order of the
model is controlled by the coherence criterion considered as a sparsification technique which leads to select the most relevant kernel functions
to form a dictionary. We explore the dictionary adaptation using a stochastic gradient descent method along with an online kernel identification
algorithm. For the latter, without limitation, it may be the kernel recursive least squares algorithm or the kernel affine projection algorithm. The

proposed method leads to a reduction of the instantaneous quadratic error and to a decrease in the model’s order.

1 Motivation

L’identification en-ligne des systemes non linéaires demeure
un sujet de recherche trés actif. Parmi les méthodes les plus
connues, les filtres de Volterra [1, 2], ou encore les réseaux
de neurones [3], ont fait I’objet d’'un nombre important de tra-
vaux. Chacune de ces méthodes possede ses atouts et ses li-
mitations. Par exemple, dans le cas des filtres de Volterra, le
nombre de parametres a estimer dépend de 1’ordre du filtre et
de la complexité de celui-ci. Ceci implique potentiellement une
grande complexité en termes de nombre de parametres [4]. Le
point faible des réseaux de neurones multicouches réside dans
le choix de la structure du réseau. Par ailleurs, le critere de per-
formance n’est pas convexe en les parametres du réseau.

L’estimation fonctionnelle basée sur les espaces de Hilbert
a noyau reproduisant (RKHS pour Reproducing Kernel Hil-
bert Spaces en anglais) a récemment conduit a des avancées
majeures dans le domaine de I’identification des systeémes non
linéaires [5]. Toutefois, I’ordre des modeles identifiés est égal
au nombre de couples entrée-sortie, ce qui rend cette méthode
inadéquate pour une identification en ligne. Pour surmonter
cet inconvénient, plusieurs méthodes ont été proposées afin
de contrdler I’ordre du modele [6, 7, 8, 9], le modele étant
alors défini a partir d’un dictionnaire de faible taille. Dans
cet article, on propose d’adapter les éléments du dictionnaire,
afin de réduire I’erreur quadratique instantanée résultante et/ou

mieux controler I’ordre du modele. Cet article étend en particu-
lier I’approche que nous avons développée précédemment dans
[16, 17] au cas d’un noyau polynomial.

Soient H un RKHS de fonctions a valeurs réelles sur un com-
pactUd C R", (-, -) son produit scalaire, et k : U x U — R la
fonction noyau associée a cet espace, vérifiant ainsi la propriété
reproduisante ¢ (u;) = (Y(-), k(-,u;))% pour toute fonction
¥(+) de H et pour tout u; € U. Soit (u;,d;) le couple entrée-
sortie disponible a I’instant ¢. On considére le probleme de mi-
nimisation de I’erreur quadratique entre les n sorties du modele

enuy, ..., u, etles réponses désirées dy, . .., d, :
n
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mm 1(di —(u))” + (Y5 (D
1=

ou (||1]|3, est un terme de régularisation avec ¢ > 0 [18]. Par
le théoreme de représentation [19], la solution de ce probléme
est de la forme :

Yn() = Zan,j K+ uy)

avec oy, ; € R sont les coefficients du modele. Ceci illustre
le fait que I’ordre du modele est égal au nombre n d’entrées
et, par suite, il s’avere inadéquat pour I’identification en ligne.
Pour remédier a cet inconvénient, on considére un critére de
parcimonie afin de sélectionner les fonctions noyau les plus



pertinentes. On appelle dictionnaire a I'instant n 1’ensemble
Dy, = {x(-, uw,)}jL, formé par ces fonctions sélectionnées,

w; € {1,2,...,n} et m désigne I’ordre. Le modele a I’instant
n devient : m
Un() =D nj K, Ua,)- ©)
j=1

Depuis la communication [20] présentée au Gretsi 2007,
beaucoup de travaux se sont focalisés sur le critere de
cohérence pour contrdler la parcimonie du modele [10, 11, 12,
13, 14, 15]. L’importance du critere de cohérence réside dans
son faible cofit calculatoire, tout en conservant de trés bonnes
performances. De plus, on démontre dans [8] que la taille m du
dictionnaire reste finie lorsque n tend vers I’infini. Le critere
de cohérence est défini comme suit, pour un seuil de cohérence
o € [0, 1] fixé : a1’instant n, la fonction (-, u,, ) est introduite
dans le dictionnaire si

|5 (U, U, )|
_max
i=1,.m \/’i(unv un)\/’i(uwi ) uwi)

Dans le cas contraire, le dictionnaire reste inchangé. Cette ex-
pression devient max; |K(ty, Uy, )| < po pour les noyaux nor-
malisés.

< Ho; (3)

2 Adaptation du dictionnaire

Une fonction noyau introduite dans le dictionnaire y de-
meure méme si la non-stationarité du systeme étudié rend sa
contribution faible dans 1’estimation de la sortie courante. Il
apparait alors opportun d’adapter les éléments du dictionnaire
D,, pour obtenir un dictionnaire amélioré D!, A chaque instant
n, le probleéme d’estimation fonctionnelle se fait en 2 phases.
La premicre consiste a trouver le vecteur des coefficients opti-
maux o, = (@ 15-- -, an,m)t du modele (2) en appliquant un
algorithme d’identification en-ligne. La deuxi¢me phase a pour
but d’adapter les éléments du dictionnaire sans que ce dernier
ne perde en cohérence au sens de la regle (3).

L’ objectif de I’adaptation des éléments du dictionnaire est la
minimisation de I’erreur quadratique instantanée e2 avec e,, =
dn — Yoit ) i K(Up, Wy, ), et ceci sans enfreindre la régle
de cohérence fixée par (3). A I'instant n, le i*™ élément du
dictionnaire est adapté selon le schéma : uf,i = Uy, — Vn 8y,
ol u;?,i estI’élément du dictionnaire apres adaptation, g, est le
gradient de I’erreur quadratique instantanée par rapport a u,,,
et v, indique le pas de gradient. Evidemment, le choix de v,
n’est pas arbitraire mais il est soumis a des contraintes strictes

dépendent explicitement du noyau utilisé.

2.1 Cas de noyaux radiaux
Un noyau radial est de la forme
’i(uwivuw]‘) = f(HuUh - uwj HQ)

ou f € C°°, comme par exemple le noyau Gaussien avec
f(&) = exp(55€). Une condition suffisante pour que ce

noyau soit défini positif est sa monotonicité, c’est a dire :
(=1)* ) ¢) > 0,V€ > 0, f*)(-) indique la k2™ dérivée de la
fonction f(-) [21]. Apres adaptation, le dictionnaire doit rester
cohérent ce qui se traduit par :

f(lug,
Fl16w — vy 6g)|?) < o

Ol 6U = Uy, — Uy, €t 0g = g, — 8., - En développant en
série de Taylor le terme de gauche de cette inégalité autour de
Up ~0:

— 2||0g||? £ (|| 0w|?) v+
26u’5g f(||6u)?) v + o — f(|6u)?) >0

—uy 1?) < po =
Vi#£j=1.m

“)

Afin d’adapter tous les éléments du dictionnaire, le pas du gra-
dient v,, est déterminé selon la valeur du discriminant A de
(4), tout en considérant la monotonicité du noyau. Si A < 0, il
n’y a pas de racines réelles et, en conséquence, il n’y a pas de
contrainte sur le choix du pas. En revanche, si A > 0 on obtient
deux racines v; ;_ et v; j4 qui sont de méme signe car le terme
constant du polyndme (4) est positif vu que le dictionnaire est
toujours cohérent. Ces deux racines sont données par :

—outsg fO)||0ul?) £ VA
—||ogl12 £ (|| 6wl|?)

Vi j+ =

Le domaine des valeurs admissibles de v, est | — oo, v; ;] U
[V4,j+, 00 et la valeur v, = 0 appartient toujours a cet inter-
valle puisque, dans ce cas, il n’y a pas adaptation du diction-
naire et qu’il est cohérent par construction. Le choix d’un pas
convenable commence par la sélection d’un pas de référence
vy. Apres le calcul de m(m + 1)/2 intervalles [v; j—, v; j+]
entre les m éléments du dictionnaire, v,, est choisi selon la
procédure décrite dans la Table 1.

2.2 Cas de noyaux projectifs : le noyau polyno-
mial

Contrairement au cas précédent, le cas des noyaux projec-
tifs ne peut étre traité globalement. On s’intéresse donc dans la
suite au noyau polynomial, défini par

K (W, oy, ) = f (0l W) = (1 4 0l gy, )P

ou S > 0 désigne son degré. On observe a présent qu’il est
difficile d’adapter tous les éléments du dictionnaire a chaque
itération, étant donné la présence d’un dénominateur dans la
condition (3), le noyau n’étant plus normalisé. Par conséquent
on propose d’adapter un seul élément du dictionnaire a chaque
itération. L élément choisi pour 1’adaptation est celui qui cor-
respond a la plus grande norme du gradient de 1’erreur quadra-
tique instantanée. D’autres heuristiques sont bien siir possibles.
En supposant que u,,, est I’élément a actualiser, la condition
(3) devient :

(1 + (uiy,, u)))?
(1 Nluig, [12) (1 + flwa, [12)

< (uo)?/? Vj#i, j=1.m



FSimaxvijy S0 = vn =vo cas: A>0etA >0
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oit (v;,;— )7 indique les valeurs positives des v; ;_
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TABLE 1 — Cas du noyau Gaussien

autrement
((uty,9w,)” = Dllgu, I?) v~

2 (5)
Q(Kfjufﬂjgwi — Dufuigwi) Uy, + (/ﬁfj — DKJ;-) <0

ol £ = K (U, U, ) = (1 + ub, wy,) et D = k3, (o) /7.
Cette expression est de la forme : Az/?Z + 2By, + C > 0 avec

2
A= Dng1 ||2 - (ufu]gwl)
B = k}ul, g, — Du!

1] wj wlgwl

2
_ * *
C = Dky; — Ky

avec C' > 0 pour un dictionnaire cohérent. Si les racines du
polyndme de I'inégalité (5) existent dans IR, ’intervalle des
valeurs acceptables de v,, dépend du signe de A. Si A < 0 on
avy € [V j—,vi 4 telque v; ;- < 0 <, ;4 car O appartient
toujours a I’intervalle des valeurs admissibles de v,,. Si A > 0
onav, € —oo,v; ;-] U [V i+, +oo[ et pour A = 0 on a une
seule racine. Le choix du pas de gradient, afin d’adapter un
seul élément du dictionnaire, est détaillé dans la Table 2.

3 Expérimentations

Dans cet article, et par faute d’espace, on ne considere
que deux exemples pour illustrer la pertinence de 1’adaptation
du dictionnaire. La taille finale m ou bien la taille moyenne
m du dictionnaire, tout comme 1’erreur quadratique moyenne
normalisée (Normalized Mean Squared Error - NMSE), sont
systématiquement utilisées comme criteres de performance
pour réaliser les comparaisons. Rappelons que 1’erreur quadra-
tique moyenne normalisée est calculée en utilisant les derniers
500 échantillons du signal utilisé selon la relation :

2
Z]Z:N—500 (dn - d’n(“n))
N
Zn:NfSOO dy

avec N est la taille de I’échantillon.

Dans le premier exemple, on prédit la série temporelle de
Hénond,, = 1— 'yld%_l + 2d,,—2 avec les conditions initiales
do = —0.3, d; = 0 et les parametres y; = 1.4 et 2 = 0.3.
Le modele est de la forme ,,(d,,—1, dn—2) et utilise une suite
de 2000 échantillons. Comme préconisé dans [20] avec 1’al-
gorithme KRLS (moindres carrés récursif a noyau), le noyau
Gaussien de bande passante o = 0.35 est utilisé ainsi qu’un
seuil de cohérence 119 = 0.6. Les résultats de la simulation sont

NMSE = FE

(6)

TABLE 2 — Regle d’adaptation : cas du noyau polynomial

montrés dans la Figure 1, ou le pas de gradient de référence
est fixé a vy = 0.05. La taille du dictionnaire a diminué de
17 éléments sans adaptation a 16 éléments avec adaptation.
Malgré une faible réduction de cette taille, on observe un gain
important sur I’erreur quadratique moyenne normalisée. Celle-
ci chute de 0.01036 sans adaptation a 0.001628 avec adaptation
ce qui correspond a une diminution de 84.29%.

Le deuxieme exemple, emprunté de [8], est défini par la série
temporelle : d,, = s2, avec s, = 1.1 exp(—|s,—_1])+tn, oV uy,
et d,, sont respectivement I’ entrée et la sortie désirée du modele
a ’instant n. La condition initiale est s = 0.5 et les entrées
u, sont générées selon une loi normale de moyenne nulle et
d’écart type 0.25. La sortie du modele est noyée dans un bruit
blanc Gaussien de variance unité. Comme préconisé dans [8],
I’algorithme KAPA (algorithme de projection affine a noyau)
[22] est utilisé avec les parametres suivants : taille de la fenétre
court-terme p = 3, parametre du contrdle du pas n = 0.01 et
facteur de régularisation ¢ = 0.07. Un ensemble de 200 séries
chronologiques de 3000 échantillons chacune est utilisé pour
comparer les résultats de simulation sans et avec adaptation.
Le modele est de la forme )y, (4, upn—1), avec un noyau qua-
dratique (polynomial de degré 8 = 2). Les résultats de simu-
lation sont montrés dans la Figure 2. L’analyse des résultats de
simulation nous permet de faire les conclusions suivantes :

— Pour le méme seuil de cohérence, et apres adaptation, une

augmentation de 72 de 76.23% mene a une diminution de
4.246% du NMSE.

— Pour la méme taille moyenne du dictionnaire (i), et en
changeant le seuil de cohérence, apres adaptation on ob-
tient une réduction du NMSE de 67.17%.

— Pour un NMSE comparable, en faisant varier le seuil de
cohérence et le pas du gradient, la taille moyenne du
dictionnaire 7 a diminué de 13.38%.

4 Conclusion et perspectives

Les algorithmes adaptatifs a noyau ne gerent généralement
pas la modification des éléments du dictionnaire, méme si
ceux-ci deviennent obsoletes du fait d’une non-stationnarité.
Dans cet article, nous avons présenté une méthode pour I’adap-
tation des éléments du dictionnaire. Notre méthode de gra-
dient stochastique permet itérativement a la fois I’introduction
et I’adaptation des éléments de dictionnaire tout en respectant
le critere de cohérence.

*Sivg < v j+ = Vij, = VoOUVj, = Vi jt
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FIGURE 1 — Série de Hénon (noyau Gaussien).
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Nous avons présenté le cas d’un noyau radial et le cas
d’un noyaux projectif (polynomial). Nous avons également
montré qu’il n’y a pas de méthode universelle pour 1’adapta-
tion du dictionnaire, ce qui signifie que chaque type de noyau
nécessite une étude spécifique. Nous avons montré que, grace
a I’adaptation des éléments du dictionnaire, 1’erreur d’estima-
tion peut €tre considérablement réduite (pour une taille finale
similaire de dictionnaire), ou le taille finale du dictionnaire peut
étre réduite (pour une erreur d’estimation résiduelle similaire).
Evidemment, un compromis peut étre adopté entre ces deux
possibilités extrémes. Parmi les extensions possibles de ce tra-
vail, nous tacherons de réduire la complexité calculatoire qui
est fortement liée au nombre d’éléments du dictionnaire.
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