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Résuḿe –Dans cet article, nous traitons le problème de l’estimation conjointe de l’état et de la densité de probabilit́e du bruit dans les systèmes
dynamiques non lińeaires en pŕesence de bruit d’observation impulsif et multimodal. Un modèle non paraḿetrique baýesien baśe sur les ḿelanges
de processus de Dirichlet est introduit pour modéliser le bruit impulsif. Un algorithme de Monte Carlo séquentiel baśe sur une loi d’importance
efficace est ensuite proposé afin de ŕealiser l’estimation en ligne de l’état et de la densité du bruit. Les simulations effectuées montrent la validité
et la robustesse de notre approche.

Abstract – In this paper, we address the problem of online state and measurement noise density estimation in nonlinear dynamic state-space
models. We are especially interested in making inference in the presence of impulsive and multimodal noise. The proposed method relies on
the introduction of a flexible Bayesian nonparametric noise model based on Dirichlet Process mixtures. A novel approach based on sequential
Monte Carlo methods is proposed to perform the optimal online estimation. Simulation results demonstrate the efficiency and the robustness of
this approach.

1 Introduction

Le domaine du traitement statistique du signal aét́e toujours
domińe par l’hypoth̀ese de gaussianité pour la mod́elisation du
bruit. Cependant, dans un nombre croissant d’applications, les
perturbations rencontrées s’́eloignent fortement de ces modèles
classiques. C’est en particulier le cas des bruits impulsifs que
nous rencontrons dans de nombreux domaines, notamment ce-
lui des t́elécommunications. Un bruit de nature impulsive est
caract́eriśe par une faible probabilité d’apparition mais de très
fortes amplitudes. La modélisation de ce type de bruit par une
loi gaussienne n’est pas pertinenteà cause de sa grande va-
riabilité. Il convient alors de modéliser ce type de bruit non
pas par une gaussienne mais par une distribution qui n’admet
pas forćement une variance finie. Dans le cadre des distribu-
tions non gaussiennesà variance infinie sont apparues les lois
α-stables. Elles font partie d’une classe riche de distributions
de probabilit́e qui englobent les lois de Gauss, de Cauchy et de
Lévy et qui autorise l’asyḿetrie et les queues lourdes.

Les distributionsα-stables n’ont pas de forme explicite géńe-
rale pour leur densité de probabilit́e. Pour cette raison, elles
sont ǵeńeralement d́efiniesà partir de leur fonction caractéristi-
que d́efinie comme suit :

ϕ(t) =

{

exp(iµt− γ |t|α [1 + iβsign(t) tan απ
2 ]), α 6= 1

exp(iµt− γ |t|α [1 + iβsign(t) 2
π
log |t|]), α = 1

Par conśequent, une distributionα-stable est totalement définie
par quatre param̀etres :α, β, γ etµ. Par convention, une distri-
butionα-stable de param̀etresα, µ, β, γ est not́eeSα(µ, β, γ).
Pour une description plus détaillée des distributionsα-stable,
on peut se ŕeférer au livre de Nikias et Shao [1].

Dans ce papier, nous nous intéressons au problème de l’es-
timation conjointe de l’́etat et de la densité du bruit dans les
mod̀eles dynamiques non linéaires. L’approche proposée re-
pose sur l’introduction d’un mod̀ele non paraḿetrique baýesien
baśe sur les ḿelanges de processus de Dirichlet (Dirichlet Pro-
cess Mixtures, DPMs) pour modéliser le bruitα-stable comme
un mélange infini de distributions de Cauchy. Un filtre parti-
culaire baśe sur des lois d’importances efficaces est ensuite
implément́e pour ŕealiser l’estimation en ligne de l’état et de
la densit́e du bruit d’observation.

2 Mélange de processus de Dirichlet po-
ur l’estimation de la densité

On consid̀ere un ensemble d’observationsz1, ..., zn distribu-
ées selon une densité de probabilit́e inconnueF . On d́esire es-
timer dans un cadre bayésien la densité de probabilit́eF à partir
de la connaissance de l’ensemble d’observations. On s’intéresse
tout particulìerement̀a la classe des densités de probabilit́e pou-



vant s’́ecrire sous le mod̀ele de ḿelange suivant :

F (z) =

∫

Θ

f(z|θ)dG(θ) (1)

avecθ ∈ Θ une variable latente,f(.|θ) la densit́e mélanǵee
connue etG la distribution de ḿelange. Cette dernière est sup-
pośee inconnue de distributiona priori P (G). G est alors ap-
peĺee mesure de probabilité aĺeatoire (Random Probability Mea-
sure, RPM). Dans ce travail, nous supposons queG est dis-
tribuée selon un processus de Dirichlet (Dirichlet Process, DP).

Ferguson [3] a introduit le DP comme une mesure de proba-
bilit é dans l’espace des mesures de probabilité. Il permet donc
de d́efinir, dans le cadre de l’estimation bayésienne, una priori
sur une distribution de probabilité inconnue. Un DP est défini
par deux param̀etres : une mesure de probabilité de baseG0

dans un espace mesurableΘ et un param̀etre d’́echelleα. On
le note parDP (G0, α). Les DPs admettent des propriét́es tr̀es
intéressantes qui les rendent particulièrement attractifs dans un
cadre d’estimation car elles permettent la mise en oeuvre de
mécanismes simplifíes des principes d’inférence baýesienne.
Une propríet́e tr̀es importante est que les réalisations d’un DP
sont discr̀etes avec une probabilité 1. Sethuraman a montré
qu’une ŕealisationG ∼ DP (G0, α) d’un DP peut avoir la
repŕesentation stick-breaking suivante [2] :

G =

∞
∑

k=1

πkδUk
avec Uk|G0 ∼ G0, k = 1, 2, ... (2)

avecθk ∼ G, πk = βk

∏k−1
j=1 (1 − βj) et βk ∼ B(1, α) où

B(., .) est la loi b̂eta. En utilisant l’́equation (1), la distribution
inconnue F peut s’écrire comme suit :

F (z) =

∞
∑

k=1

πkf(z|θk) (3)

Le caract̀ere discret de la distributionG permet l’estimation di-
recte du nombre de composantes sans avoir recoursà d’autres
techniques telles que les sauts réversibles.
Une autre motivation fondamentale pour l’utilisation du DP
comme RPM est la représentation en urne de Polya de la distri-
bution pŕedictive qui peut̂etre obtenue en marginalisant selon
la RPMG [4] :

θn+1|θ1:n ∼
α

α+ n
G0 +

1

α+ n

n−1
∑

i=1

δθi (4)

Cette repŕesentation est très utile en pratique car elle permet
d’échantillonner selon un DP sans la construction explicite de
la RPM.

En choisissant comme distributiona priori pour la RPMG

un DP, on peut reformuler le problème d’estimation selon le
mod̀ele híerarchique suivant connu sous le nom de DPM :

G ∼ DP (G0, α),
θi|G ∼ G,

zi|θi ∼ f(.|θi)

3 Modélisation du bruit avec un DPM
de Cauchy

Nous consid̀erons le mod̀ele dynamique non lińeaire sui-
vant :

{

xt+1 = gt(xt, wt)
yt = ht(xt, vt)

(5)

où xt est le vecteur d’́etat cach́e, yt est l’observation,gt et ht

sont les fonctions connues d’évolution de l’́etat et d’observa-
tion,wt est le bruit d’́etat etvt est le bruit d’observation. Nous
supposons que la densité de probabilit́e du bruitwt est connue.
Le bruitvt est suppośe êtreα-stable avec une densité de proba-
bilit é inconnue pouvant̂etre multimodale et asyḿetrique.

Dans ce papier, nous supposons que la densité de probabilit́e
du bruit d’observation est un DPM de distributions de Cauchy.
Dans ce cas, la densité mélanǵeef(.|θt) est suppośeeêtre une
distribution de Cauchy, notéeC(at,mt). Nous choisissons une
loi inverse-gammaIG(aa, ba) comme loia priori pour at et
une loi normaleN (mm,Σm) comme loia priori pourmt. La
distribution de baseG0 est d́efinie comméetant le produit des
lois a priori des param̀etres de la densité mélanǵee :

G0 = IG(aa, ba)×N (mm,Σm)

En ŕesuḿe, nous obtenons le modèle híerarchique suivant :

G|Φ ∼ DP (G0, αDPM )
θt|G ∼ G

vt|θt ∼ C(at,mt)
(6)

où Φ = {αDPM , aa, ba,mm,Σm} et θt = {at,mt} sont res-
pectivement l’ensemble des hyperparamètres et la variable la-
tente donnant̀a chaque instantt les param̀etres de la distri-
bution de Cauchy. Dans ce travail, les hyperparamètres sont
suppośes fix́es et connus. Ce modèle peut s’́ecrire de façon
équivalentevt ∼ F (vt) où F (vt) est la densit́e de probabilit́e
du bruit d’observation d́efinie comme suit :

F (vt) =

∫

f(.|θt)dG(θt)

4 Filtre particulaire pour l’estimation de
l’ état et de la densit́e du bruit

Etant donńe le mod̀ele statistique d́efini par leśequations (5)-
(6), notre objectif est l’estimation conjointe de l’étatxt et de
la variable latenteθt conditionnellement aux observationsy1:t.
Dans un cadre bayésien, ceci revient̀a calculer la densitéa pos-
teriori p(xt, θt|y1:t,Φ). Comme son calcul analytique n’est pas
possible, nous proposons de l’approcher par filtrage particu-
laire. En effet, cette densité est approch́eeà l’aide d’un syst̀eme

deN particules pond́eŕees
{

(x
(i)
t , θ

(i)
t ), ω

(i)
t

}N

i=1
:

p(xt, θt|y1:t,Φ) ≃
N
∑

i=1

ω
(i)
t δ

x
(i)
t ,θ

(i)
t

(xt, θt) (7)



où δ est le fonction de Dirac,x(i)
t et θ(i)t sontéchantillonńees

selon la densit́e d’importanceq(xt, θt|x0:t−1, θ1:t−1,, y1:t,Φ)

etω(i)
t est le poids normaliśe assocíe à la iièmeparticule.

Afin de garantir une efficacité maximale de notre filtre parti-
culaire, nous proposons d’utiliser la densité d’importance opti-
male qui minimise la variance des poids

q(xt, θt|x0:t−1, θ1:t−1,, y1:t,Φ)
= p(xt, θt|x0:t−1, θ1:t−1,, yt,Φ)

(8)

L’ échantillonnage des particulesx(i)
t etθ(i)t à partir de l’́equation

(8) nécessite une expression analytique de la densité d’impor-
tance optimale. Cependant, le calcul analytique de cette densit́e
n’est pas possible. En utilisant la règle de Bayes, cette densité
peut s’́ecrire :

q(xt, θt|x0:t−1, θ1:t−1,, y1:t,Φ)
∝ p(yt|x0:t, θ1:t,Φ)p(xt|θ1:t, x0:t−1)p(θt|θ1:t−1,Φ)

(9)
Par conśequent, une approximation de cette densité peutêtre
obtenue en utilisant l’int́egration de Monte Carlo et l’échantillo-
nnage d’importance. Pour ce faire, nous considérons, pour chaque

couple de particule
(

x
(i)
t , θ

(i)
t

)

, un syst̀eme deNIS particules

auxiliaires
{

(x̆
(j)
t,i , θ̆

(j)
t,i )
}NIS

j=1
où les particules du vecteur d’état

x̆
(j)
t,i sontéchantillonńees selon la loi d’́evolution de l’́etat :

x̆
(j)
t,i ∼ p(xt|x

(i)
t−1) (10)

et les particules de la variable latenteθ̆(j)t,i sontéchantillonńees
selon la loi de pŕediction admettant la représentation en urne de
Polya (cf. section2) :

θ̆
(j)
t,i |θ

(i)
1:t−1 ∼

α

α+ t
G0 +

1

α+ t

t−1
∑

k=1

δ
θ
(i)
k

(θk) (11)

La densit́e d’importance optimale est alors approchéeà l’aide
de ce syst̀eme de particules pondéŕees par la densité empirique

p(xt, θt|x
(i)
0:t−1, θ

(i)
1:t−1,, y1:t,Φ) ≃

NIS
∑

j=1

ω̆
(j)
t,i

Sω̆

δ
x̆
(j)
t,i

,θ̆
(j)
t,i

(xt, θt)

(12)
où ω̆

(j)
t,i est le poids non normalisé assocíe à la jième particule

auxiliaire donńe par

ω̆
(j)
t,i = p(yt|x̆

(j)
t,i , θ̆

(j)
t,i ,Φ) (13)

etSω̆ est la somme des poids non normalisésSω̆ =
∑NIS

j=1 ω̆
(j)
t,i .

Pour ǵeńerer le iièmecouple de particules(x(i)
t , θ

(i)
t ) selon cette

approximation de la densité d’importance optimale conjointe, il

suffit de tirer une particulèa partir du syst̀eme
{

(x̆
(j)
t,i , θ̆

(j)
t,i )
}NIS

j=1

en utilisant les poids̆ω(1)
t,i , ω̆(2)

t,i ,...,̆ω(NIS)
t,i comme probabilit́es

de śelection. Une façon de faire est de géńerer une variable
aléatoireJ à valeurs dans{1, 2, ..., NIS} en utilisant la loi mul-
tinomiale :

J ∼ Multinomial

(

ω̆
(1)
t,i

Sω̆

,
ω̆
(2)
t,i

Sω̆

, ...,
ω̆
(NIS)
t,i

Sω̆

)

(14)

Le iièmecouple de particules est alors donné par :

(

x
(i)
t , θ

(i)
t

)

=
(

x̆
(j=J)
t,i , θ̆

(j=J)
t,i

)

(15)

Avec une telle densité d’importance, nous obtenons l’expres-
sion suivante pour la misèa jour des poids :

ω
(i)
t ∝ ω

(i)
t−1p(yt|x

(i)
0:t−1, θ

(i)
1:t−1,Φ) (16)

En marginalisant selonxt etθt, la densit́ep(yt|x
(i)
0:t−1, θ

(i)
1:t−1,,Φ)

peut s’́ecrire :

p(yt|x0:t−1, θ1:t−1,Φ)

=

∫

p(yt|xt, θt)p(xt|θ1:t, x0:t−1)p(θt|θ1:t−1,Φ)dxtdθt

(17)
Cette densit́e peut̂etre approch́ee par int́egration de Monte Carlo

en utilisant le syst̀eme de particules auxiliaires
{

(x̆
(j)
t,i , θ̆

(j)
t,i )
}NIS

j=1
.

En proćedant ainsi, cette densité est donńee par la somme des
poids non normaliśesSω̆.

Le filtre particulaire propośe pour l’estimation conjointe de
l’ état et de la densité du bruit d’observation est résuḿe dans
l’algorithme 1.

Initialisation
for i = 1 aN do

Échantillonnerx(i)
0 ∼ p0(x0) ;

Échantillonnerθ(i)0 ∼ G0 ;

Initialiserω(i)
0 = 1/N ;

end
pour t = 1 a T faire

pour i = 1 a N faire
pour j = 1 a NIS faire

Échantillonnerx(i)
t ∼ p(xt|x

(i)
0:t−1) avec (10) ;

Échantillonnerθ(j)t ∼ p(θt|θ
(i)
0:t−1,Φ) avec

(11);

Calculer les poids :̆ω(j)
t,i avec (13) ;

fin

Calculer :Sω̆ =
∑NIS

j=1 ω̆
(j)
t,i ;

Normaliser les poids :̆ω(j)
t,i = ω̆

(j)
t,i /Sω̆ ;

Échantillonner
J ∼ Multinomial

(

ω̆
(1)
t,i , ω̆

(2)
t,i , ..., ω̆

(NIS)
t,i

)

;

Fairex(i)
t = x̆

(J)
t,i etθ(i)t = θ̆

(J)
t,i ;

Calculer les poids :ω(i)
t ∝ ω

(i)
t−1Sω̆ ;

fin
Normaliser les poids
ω

(i)
t = ω

(i)
t /

∑N

j=1 ω
(i)
t , i = 1, ..., N ;

si Neff < η alors Ré-́echantillonnage;
fin

Algorithme 1: Filtre particulaire pour l’estimation en
ligne de l’́etat et de la densité du bruit d’observation



5 Exemple illustratif

La performance du filtre particulaire proposé estévalúee en
utilisant le mod̀ele dynamique fortement non linéaire suivant :
{

xt+1 = 0.5xt + 25 xt

1+x2
t

+ 8 cos(1.2(t+ 1)) + wt

yt =
x2
t

20 + vt

Ce mod̀ele aét́e simuĺe avec les param̀etres suivant :T = 300,
wt ∼ N (0, 10) etvt ∼ 0.6S1.2(0, 2,−5)+0.4S1.5(0.5, 1.5, 5).
Les hyperparam̀etres de la distribution de base sont fixésàaa =
5, ba = 4 , mm = 0 etΣm = 50. Le filtre particulaire propośe
est utiliśe avecN = 200 particules etNIS = 100 particules
auxiliaires.

Les ŕesultats obtenus sont illustrés dans les figures 1, 2 et 3.
Les états ŕeel et estiḿe ainsi que les observations sont tracés
dans la figure 1 (haut). L’évolution en fonction du temps de la
diff érence entre l’́etat ŕeel et l’́etat estiḿe est aussi illustŕee sur
la figure 1 (bas). La figure 2 montre la densité ŕeelle ainsi que
la densit́e estiḿee du bruit d’observation. D’après ces figures,
nous pouvons remarquer la capacité de filtrage des pics liésà
la pŕesence du bruit impulsif ainsi que la bonne approximation
de la densit́e du bruit d’observation. La courbes d’évolution en
fonction du temps de la distance de Kullback-Leibler entre la
densit́e ŕeelle et la densité estiḿee est traćee sur la figure 3.̀A
partir de cette figure, nous pouvons constater la convergence
progressive de la densité estiḿee vers la densité ŕeelle.
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FIGURE 1 – Estimation de l’́etat. (Haut) Etat ŕeel, état estiḿe
et l’observation. (Bas)́Evolution temporelle de l’erreur entre
l’ état ŕeel et l’́etat estiḿe.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons présent́e une approche non pa-
ramétrique baýesienne pour l’estimation conjointe de l’état et
de la densit́e du bruit dans les modèles dynamiques non linéaires
en pŕesence d’un bruit d’observationα-stable asyḿetrique et
multimodal. L’originalit́e de ce travail consistèa mod́eliser un
processusα-stable par un ḿelange de processus de Dirichlet de
distributions de Cauchy. Les simulations effectuées ont montŕe
que les ḿelanges de processus de Dirichlet de distributions
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FIGURE 2 – Estimation de la densité du bruità l’instant t=300.
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FIGURE 3 – Évolution temporelle de la distance de Kullback-
Leibler entre la densité ŕeelle et la densité estiḿee.

de Cauchy sont très appropríes pour la mod́elisation des pro-
cessusα-stables. Ce ŕesultat est tr̀es int́eressant vu qu’il per-
met de surmonter les difficultés souvent rencontrées lors de
l’inf érence en l’absence d’une expression analytique de la den-
sité de probabilit́e des distributionsα-stables. De plus, dans
le cadre des mod̀eles dynamiques non linéaires, nous avons
montŕe que l’estimation de l’́etat est tout̀a fait possible m̂eme
en pŕesence d’un bruit extrêmement impulsif ayant des statis-
tiques inconnues. Finalement, il faut noter que l’approchepro-
pośee n’est pas limit́ee au cas du bruitα-stable et peut̂etre
appliqúee avec d’autres types de bruit. Dans des travaux fu-
turs, nous envisageons de supposer que les hyperparamètres
de la distribution de base sont inconnus et de les inclure dans
l’inf érence.
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