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Résunt —Dans cet article, nous traitons le prebie de I'estimation conjointe deétat et de la dengitde probabilié du bruit dans les systes
dynamiques non ligaires en pirsence de bruit d’observation impulsif et multimodal. Un &lechon parargtrique bagsien bas sur les relanges
de processus de Dirichlet est introduit pour raliger le bruit impulsif. Un algorithme de Monte Carlecggientiel bais sur une loi d'importance
efficace est ensuite propafin de ealiser I'estimation en ligne dedtat et de la dengtdu bruit. Les simulations effeéas montrent la validit
et la robustesse de notre approche.

Abstract — In this paper, we address the problem of online state and measureaiemtensity estimation in nonlinear dynamic state-space

models. We are especially interested in making inference in the prestmpusive and multimodal noise. The proposed method relies on

the introduction of a flexible Bayesian nonparametric noise model bas&drichlet Process mixtures. A novel approach based on sequential
Monte Carlo methods is proposed to perform the optimal online estimatiorul&ion results demonstrate the efficiency and the robustness of
this approach.

1 Introduction Par conéquent, une distribution-stable est totalemené&tinie

par quatre paragtres :«, 3, v etu. Par convention, une distri-
Le domaine du traitement statistique du signatéatoujours  butiona-stable de paragtresa, p, 5, v est noéeS,, (1, 5, 7).

domire par I'hypotlese de gaussiagipour la modlisation du  Pour une description plustthillée des distributiona-stable,

bruit. Cependant, dans un nombre croissant d’applicatiess on peut se&férer au livre de Nikias et Shao [1].

perturbations rencorétes séloignent fortement de ces milds Dans ce papier, nous nousénéssons au profine de I'es-

classiqgues. C'est en particulier le cas des bruits immutgife  timation conjointe de Btat et de la dengtdu bruit dans les

nous rencontrons dans de nombreux domaines, notamment ¢aeckles dynamiques non Baires. L'approche propés re-

lui des Blecommunications. Un bruit de nature impulsive estpose sur l'introduction d’un mae non parartrique bagsien

caracérise par une faible probabiétd’apparition mais deds bas sur les rélanges de processus de Dirichlet (Dirichlet Pro-

fortes amplitudes. La madisation de ce type de bruit par une cess Mixtures, DPMs) pour métiser le bruitx-stable comme

loi gaussienne n'est pas pertineritecause de sa grande va- un mélange infini de distributions de Cauchy. Un filtre parti-

riabilité. Il convient alors de mddiser ce type de bruit non culaire baé sur des lois d’'importances efficaces est ensuite

pas par une gaussienne mais par une distribution qui n’admignplémené pour Ealiser I'estimation en ligne deétat et de

pas forément une variance finie. Dans le cadre des distribula densié du bruit d’'observation.

tions non gaussienngsvariance infinie sont apparues les lois

a-stables. Elles font partie d’'une classe riche de distidiist

de probabilie qui englobent les lois de Gauss, de Cauchy et dg Mélange de processus de Dirichlet po-
Lévy et qui autorise I'asy#trie et les queues lourdes.

Les distributionsy-stables n'ont pas de forme expliciterg- ur I'estimation de la densite
rale pour leur dengit de probabili. Pour cette raison, elles
sont geréralement dfiniesa partir de leur fonction caraafsti- On consigére un ensemble d’observations ..., z, distribu-
gue ckfinie comme suit : ees selon une densitle probabil& inconnueF'. On cEsire es-

timer dans un cadre béagien la denside probabilié F' a partir

) { exp(ipt — y [t|* [1 4+ iBsign(t) tan &F]), a #1 de la connaissance de I'ensemble d’observations. Oressisse
SD =

exp(ipt — 7 [t|* [1 +iBsign(t) 2 log|t]]), a=1 tout particulerement la classe des densitde probabilé pou-



vant sécrire sous le magle de nélange suivant :

P = [ £I0)as(0) ®
avecf € O une variable latentef(.|0) la densié mélange
connue efs la distribution de raélange. Cette deraie est sup-
poste inconnue de distributicapriori P(G). G est alors ap-
pelee mesure de probabéiaEatoire (Random Probability Mea-
sure, RPM). Dans ce travail, hous supposons @uest dis-

3 Modelisation du bruit avec un DPM
de Cauchy

Nous considrons le modle dynamique non l&aire sui-

vant :

ou x; est le vecteur dtat cach, y; est I'observationg; et h;

Tt41 = gt(zt, wt)

Y = he(xe,v0) ©)

tribuée selon un processus de Dirichlet (Dirichlet Process, DP¥ont les fonctions connueséyolution de |etat et d'observa-
Ferguson [3] a introduit le DP comme une mesure de probaion, w;, est le bruit détat etv, est le bruit d’observation. Nous

bilité dans I'espace des mesures de probabilippermet donc
de ckfinir, dans le cadre de I'estimation kEsjenne, um priori
sur une distribution de probabgitinconnue. Un DP estéfini
par deux paragtres : une mesure de probal@lide basesz,
dans un espace mesuralideet un pararatre déchellea. On
le note parDP(Gy, ). Les DPs admettent des pragiés tes
intéressantes qui les rendent partietdiment attractifs dans un

supposons que la dersside probabilié du bruitw, est connue.
Le bruitv; est supposétrea-stable avec une densitle proba-
bilité inconnue pouvardétre multimodale et asy@trique.

Dans ce papier, nous supposons que la dedsitprobabilié
du bruit d'observation est un DPM de distributions de Cauchy
Dans ce cas, la densitrélange f(.|0;) est supposeétre une
distribution de Cauchy, néeC(a, m:). Nous choisissons une

cadre d’'estimation car elles permettent la mise en oeuvre dei inverse-gammag(a®, b*) comme loia priori poura; et

mécanismes simpliis des principes d'iéfence bagsienne.
Une proprété tres importante est que legalisations d’'un DP
sont discetes avec une probabditl. Sethuraman a mor&r
qgu’'une EalisationG ~ DP(Gg,«) d’'un DP peut avoir la
repiesentation stick-breaking suivante [2] :

G=Y mdy, avec UylGy~Gy, k=1,2,.. (2
k=1

avect, ~ G, mp = B [[5-1(1 — B;) et B ~ B(1,a) ol
B(.,.) est la loi eta. En utilisant Bquation (1), la distribution
inconnue F peut §crire comme suit :

F(z) = mf(2(0k) €)
k=1

Le carackre discret de la distributiof permet I'estimation di-
recte du nombre de composantes sans avoir recodigutres
techniques telles que les sautsarsibles.

Une autre motivation fondamentale pour ['utilisation du DP
comme RPM est la repsentation en urne de Polya de la distri-
bution pgédictive qui peugtre obtenue en marginalisant selon

la RPMG [4]:

a 1
Go +
a+n a—+n

9n+1|91:n ~ (4)

n—1
>
i=1

Cette repesentation estés utile en pratique car elle permet

une loi normaleV (m™, ¥™) comme loia priori pourm;. La
distribution de bas&, est dfinie commeetant le produit des
lois a priori des parargtres de la dengtmelangee :
Go =ZG(a* b*) x N(m™,x™)
En resung, nous obtenons le mék: hiérarchique suivant :
G|‘I) ~ DP(G(), QDPM)
0:|G ~ G

’Ut‘et ~ C(at,mt)

(6)

ou® = {appn,a®, b®,m™ "} etd, = {as, m;} sont res-
pectivement I'ensemble des hyperpagdras et la variable la-
tente donnan& chaque instant les parargtres de la distri-
bution de Cauchy. Dans ce travail, les hyperparames sont
supposs fixes et connus. Ce mete peut scrire de fagon
équivalentev; ~ F'(v;) ou F(v;) est la densé de probabili
du bruit d'observation &finie comme suit :

F(vy) = / (104G (6,)

4  Filtre particulaire pour I'estimation de
I’ état et de la densié du bruit
Etant don@ le mocle statistique &fini par lesequations (5)-

(6), notre objectif est I'estimation conjointe détatx; et de
la variable latentd, conditionnellement aux observations;.

d’échantillonner selon un DP sans la construction expligte dDans un cadre b&@gien, ceci revieri calculer la dengita pos-

la RPM.

En choisissant comme distributi@npriori pour la RPMG
un DP, on peut reformuler le praishe d’estimation selon le
mockle hierarchique suivant connu sous le nom de DPM :

G ~ DP(Gy, ),
0,G ~ G,
2i0; ~ f(.10;)

teriori p(x¢, 0¢|y1.+, ). Comme son calcul analytique n’est pas
possible, nous proposons de I'approcher par filtrage partic
laire. En effet, cette densiest approdkea I'aide d’'un systme

. . YN
de N particules ponélr’ees{(xf),&t(’)),wt(”}' E
1=

N
p(@e, Otly1:e, @) =~ Zwt(l)(%gi)’egi) (¢, 0%) (7)

i=1



ou ¢ est le fonction de Diraoz;gi) et 9,@ sontéchantillones
selon la dens# d'importanceg(x¢, 0¢|zo.t—1,01:4—1,, Y1:t, P)
etw!”) est le poids normalisassod a la {*™ particule.

Afin de garantir une effica@tmaximale de notre filtre parti-
culaire, nous proposons d'utiliser la degsitimportance opti-

male qui minimise la variance des poids

q(x¢,0¢|o:t—1,01:0-1,, Y1:¢, P)

8
= p(x¢, O¢|@o:t—1,01:0—1,, Yt, P) ®

L' échantillonnage des particuleg) ete,fi) a partir de lequation
(8) nécessite une expression analytique de la dembitnpor-
tance optimale. Cependant, le calcul analytique de cettside
n'est pas possible. En utilisant lagle de Bayes, cette dergsit
peut sécrire :

Q($t7 0t|x0:t717 91:7571,» Yi:t, ‘I))
o p(Ye|Tost, O1:, P)p(24]01:¢, To:0—1)D(04]01:4—1, P)
9)
Par conéquent, une approximation de cette deéngieutétre
obtenue en utilisant I'iigration de Monte Carlo eithantillo-

nnage d’importance. Pour ce faire, nous co@sids, pour chaqu

couple de parﬂcule{xt ), 0," ) un syseéme deN; g particules

auxiliaires{ (:cg 7, 9(]))} ' e ou les particules du vecteuré&tat
j=1

(J) sontéchantilloni@es selon la loi &volution de |&tat :

&)~ pladal,) (10)
et les particules de la variable Iaten?lﬁé sontéchantillonees
selon la loi de pediction admettant la repsentation en urne de

Polya (cf. sectiorz) :

(07

a+t (11)

j>|91t 1™ 0

t—1
1
0, (6
+Oz+tk§:1 o (Ok)

La densié d’importance optimale est alors appréela I'aide
de ce systme de particules poaekes par la den&tempirique

Nis ~(5)

6,12, 0 o)~y i 6
p(e, Ol oy 1,014 1,91, D) S5 2 9(7)(Ita )
Jj=1
(12)

ou w,ﬁ” est le poids non normabksassod@ a la {°™ particule
auxiliaire donié par

&) = pwlayl) 07, @) (13)
etS; estla somme des poids non normadis;, = Z?’:’f “ﬂ)

Pour gerérer le {*M couple de particuleg:”, 6{”) selon cette
approximation de la dengit'importance optimale conjointe il
suffit de tirer une particula partir du sys‘ime{ (xg i )}

j=1
en utilisant les p0|d§)t I wt(i), t(NIS) comme probabilés

de lection. Une facon de faire est dérgrer une variable
aléatoireJ avaleurs danél, 2, ..., N;g} en utilisant la loi mul-

tinomiale :
) (14)

Q(])

t,%

< (1)

t,i

Se

«(Nrs)
t,i

S

< (2)
Wy 4
5

J ~ Multinomial (

Le i®™ couple de particules est alors dénpar :

(xt ) Q(Z ) (fiﬂz‘]) ] ét(,ji:‘]))

Avec une telle dengt d'importance, nous obtenons I'expres-
sion suivante pour la misejour des poids :

(15)

(@)

0 o

X wt—lp(ytm()f%—lv 9@—17 ) (16)
En marginalisant selan, eté,, la densiép(y;|z{,_,,6\)_, , ®)
peut sécrire :

p(yf |x0:t—17 91:1‘,—17 (I))
P(yt|ze, 0)p(xe]01:¢, To.t—1)D(0|01:6—1, P)d¢ by

17
Cette dens# peutetre approcée par inégration de Monte Carlo
oy N
en utilisant le systme de particules auxmalré{s{x(”, Gt(Ji))} ”
i
En pro&dant ainsi, cette densiest donae par la somme des
poids non normaliss S,
Le filtre particulaire propds pour I'estimation conjointe de
I'état et de la dengtdu bruit d’'observation esésungé dans
I'algorithme 1.

Initialisation

fori=1aN do
Echantillonnerz"” ~ po (o) ;
Echantlllonnelﬁ(()Z ~ Go ;
Initialiser w” = 1/N ;

nd

ourt =1aT faire
pour i =1 a N faire

(4)

T O

pour j =1 a Ny faire
I'Echantillonnemi R (:vt|:c0 +_1) avec (10) ;
Echantillonne®”’ ~ p(6,(6)_,, ®) avec
(12);
Calculer les poids& Jl avec (13) ;

fin

Calculer :S; = Y M5 )

; AC) A .
Normaliser les pmds@JZ &) /85 ;
Echantillonner
J ~ Multinomial ( &, ; (1) wﬁ?,...,wgfjw)) ;
Fairex|” = #{%) eto\” = 4.7 ;

Calculer les poidsw” o w'”, Sy ;
fin
Normaliser les poids

=w/ SN W, i=1,.,N;
Neff < n alors Ré-echantillonnage;

fin

Algorithme 1: Filtre particulaire pour I'estimation en
ligne de I'état et de la dengtdu bruit d’observation



N . Densité réelle et densité estimée du bruit d’'observation a l'instant t=300
5 Exemple illustratif o

-=-- [;ensité réelle
,\
0.081 1,0 v 4
La performance du filtre particulaire progosstévaliee en i b
utilisant le mo@le dynamique fortement non &aire suivant : 0.6 i ’:' !
Te41 = 0.5z + 257757 +8cos(L2(t + 1)) + wy 00d]
_ $§ \\ 2 \J
Yt =35 0t 0.02} <!
Ce mocble aéte simuk avec les paragtres suivantT = 300, e N
w; ~ N(0,10) etv; ~ 0.681.2(0,2, —5)+0.481.5(0.5,1.5, 5). 2 s -1 5 0 5 10 15 2

Les hyperpara#tres de la distribution de base sonéfaa® =
50 =4,m™ = 0etX™ = 50. Le filtre particulaire propds
est utili€ avecN = 200 particules etN;s = 100 particules
auxiliaires.

Les esultats obtenus sont illués dans les figures 1, 2 et 3.
Les états eel et estirg ainsi que les observations sont &sc
dans la figure 1 (haut). Evolution en fonction du temps de la
différence entre &tat €el et I'état estind est aussi illusée sur
la figure 1 (bas). La figure 2 montre la deisitelle ainsi que
la densié estinge du bruit d’observation. D’aps ces figures,
nous pouvons remarquer la capéadie filtrage des picsdsa o
la présence du bruit impulsif ainsi que la bonne approximation 0 e w0 20 o
de la dens# du bruit d’observation. La courbesadolution en Temps
fonction du temps de la distance de Kullback-Leibler erdre | ,
densié réelle et la densit estinge est trage sur la figure 3 FIGURE 3 —Evolution temporelle de la distance de Kullback-
partir de cette figure, nous pouvons constater la conveegenée€ibler entre la dengtréelle et la densit estinee.
progressive de la densiestinge vers la dengtreelle.

FIGURE 2 — Estimation de la dens&itdu bruita I'instant t=300.

Evolution temporelle de la distance de Kullback-Leibler entre les densités réelle et estimée
0.25 T T T T T

0.2

0.15

0.1

Distance de Kullback-Leibler

de Cauchy sont &s approp#s pour la modlisation des pro-

L'état réel,I'état estimé et l'observation

100 : : : : : cessusy-stables. Ceésultat est s ineressant vu qu'il per-
met de surmonter les difficés souvent rencoriées lors de
O A BN AR N Iinf érence en I'absence d’'une expression analytique de la den-
] ] site de probabilié des distributionsy-stables. De plus, dans
G esimé le cadre des mades dynamiques non Eaires, nous avons
% 50 W amo m 250 30 monté que I'estimation de §tat est toua fait possible rame
o ‘ Offrnce enve e i ‘ en pésence d'un bruit exdmement impulsif ayant des statis-
sol | tiques inconnues. Finalement, il faut noter que I'apprqutoe
0 AT oy oA A e AR A o po€e n'est pas limée au cas du bruit-stable et peuétre
122 ] appligiee avec d'autres types de bruit. Dans des travaux fu-
ol | turs, nous envisageons de supposer que les hyp_erb’aeam
200} - - = - - J d_e |E,i distribution de base sont inconnus et de les inclure dan
e I'inf &rence.

FIGURE 1 — Estimation de Btat. (Haut) Etat@el, état estine
et I'observation. (BasEvqution temporelle de I'erreur entre References
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