Evolution du critére « K-Produit » pour I'estimatides mélanges de lois
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Résumé — On s’intéresse ici a la conception d'wweau critére d’optimisation pour I'estimation deslanges de
lois. Une évolution du critere « K-Produit» inidment proposé dans [5] est présentée. Dans le cas
monodimensionnel on démontre que le critere ne gagssaucun minimiseur local non-global. Ce résudstt
également observé en dimension supérieur. La padendu minimiseur unique pour I'estimation desamgés de

lois est étudiée dans le cas simplifié d'un mélagdgdois uniformes séparées, pour lequel les éaagptotiques
respectifs entre les trois éléments du minimisemigle) du critere et les trois espérances des asampes sont
inférieurs & la moitié de I'écart-type des compéssin La pertinence du minimiseur est égalemenerobs par
simulation dans des cas multidimensionnels.

Abstract — We focus on the definition of new optiation criteria for mixture estimation. An evolutiof the K-
Product criterion [5] is proposed. In the univagiabse we show that the criterion does not havéoaay non-global
minimizer. This property is also observed in thdtmariate case. The relevance of the new K-Produt¢rion is
studied with simulation (in some multivariate caaajl theory : in particular we show that for a migt of three
separate uniform component the distance betweenctiterion unique minimizer and the true component
expectations is less than half the components atdrakviation.

1 Introduction plusieurs inconvénients, en particulier le régldgkcat

L'obiet d it icati t estimati de la taille des hyper-cubes et de largeur destifors
Objet de cette communication est festimation noE?oyaux. Si le nombre d’observations n’est pas sarffi,

s_upervisée des parametres d'un mélange de_Ioi. ddp estimée peut de plus contenir de nombreux
dispose d'un ensemble deN observations modes qui ne correspondent pas aux modes de la

m“'t!d'mens"’””e”es. ),{"} d'un F'?e,'ange de; K distribution d’'origine. La convergence des modedade
distributions. La densité de probabilité des obstons ddp estimée vers les modes de la vraie ddp esiéétud

s'écrit : dans [2].
h(x) = TK b 1 L'approche paramétrique, plus répandue, consiste a
(%) = k=1 Pichic (), (1) supposer que les différentes composantes du mélange

sont modélisables par des fonctions paramétrées,
typiqguement des Gaussiennes, et a rechercher
'ensemble des parametres qui maximisent la
vraisemblance des observations. L'algorithme EM
(« espérance - maximisation », en anglais:
w « expectation-maximisation ») [3], plus généralemen
= [, xh (0dx, (2) dédié a lestimation des problémes a données
manqguantes, est souvent utilisé pour trouver ces
Dans le cas fréquent ou les moyennes coincident avgarametres. Dans le cas dun mélange Gaussien
les K modes principaux de XX, des approches non- équiprobable ou les supports des composantes sont
paramétriques peuvent étre utilisées pour estig®K | séparés et ol les composantes ont la méme variance,
modes de la distribution des observations. Cesadéth fonction de log-vraisemblance est trés proche darer
ne font pas d’hypotheses sur la forme des compesank-Means [4], trés fréquemment utilisé dans les
du melange. Elles consistent a partitionner I'espaqroblémes de classification non supervisée et de
d’'observationsiR® en hyper-cubes pour estimer unquantification vectorielle :
échantillonnage de la densité de probabilité (ddp).
Une fonction noyau (typiquement une Gaussienne) est Jx_means(Uq, -, Ug) =XN_ ming||x, —ugll? . (3)
associée a chaque observatiorx) lgst ensuite estimée
en ajoutant la contribution de chaque noyau suquda L'inconvénient principal des méthodes EM ou K-
hyper-cube. LeX modes principaux de la ddp estiméeMeans est I'éventuelle convergence vers des points
sont ensuite calculés [1]. Cette méthode présenggationnaires qui ne sont pas des optimiseurs gigba

avec hh (resp. pc ) la distribution (resp. le poids) de la
k-ieme composante. Le nhombkede composantes est
supposé connu. L'objectif est de chercher a estleser

K espérancesa(} données par :



par exemple des optimiseurs locaux non-globaux. Un
cas typique est représenté Fig. 1 : les obsenssont

issues dun mélange de trois lois Gaussiennes e leLan,k(Xn—uk) N0
bidimensionnelles dans une configuration relativetme ow N

«simple»: les composantes sont séparées, c

équiprobables et de méme covariance. Méme dans é&$C Dy = M5 et Cox =12 |xn -
conditions, les algorithmes EM ou K-Means ne <£+Cn.kHXn—“‘;§e'l >

. . L o .
Convergen, pas nécessarrent vers 18 SO SO 1, — uf . Gy pouvant se metre 2

) O . tjour par récurrence suk, la mise a jour duk-eme
exemple relativement similaires, seul les résultats cteunt® par annulation de (7), donnée par :
obtenus avec K-Means sont présentés pour plus g& k P ’ par-
clarté.

uf = %, @)
2 Critéres K-Produit "

=1
n Z%:l Dm,k

2.1  Definition s’obtient avec une complexité D).

Notre approche est sensiblement difféerente des3  Minimiseurs

approches de l'état de l'art décrite section l.eEll _ . . .
consiste a rechercher le minimum de critéres « K-, L@ Fig. 2 montre 'évolution du critere obtenue ave

Produit » définis par : différentes initialisations sur un méme ensembld @
observations du mélange décrit Tab D=4, K=3).
Quelque-soit l'initialisation, I'algorithme a comgs
vers le méme minimiseur.

. . i o Ce résultat peut étre démontré dans le cas
oue > 0 est un parametre de regularisation permettagi,nodimensionnel, en utilisant la fonctier(u) qui a

au critere d'avoir un gradient continu 3BP . Lorsque ot vecteun delRK associe un vecteur contenanthes
¢=0 le critere devient simplement : Polyndmes Symétriques Elémentaires (PSE) de

u=(uy,.., ug):

Je(uy, o ug) =~ 2N e+ TI X — w2, (4)

Jo(uy, oy ug) =2 T Tl — well . (5)

. ] ) . Cowe() = (DY ek Uy, X X U, (9)
Ce critere est une évolution du critere K-Produit

proposeé dans [5], dont quelques applications sont yne propriété importante dw est que si deux

présentées dans [6] : vecteursu, et ug sont tels quav(u,) = w(ug) alors
u,etug sont égaux a une permutation pres.
Jnorme 2(Uz, -, Ug) == TN TTE_lI%y — well?  (6) Soit maintenant, la fonction strictement convexe
définit par :

La différence tient au choix de la norme utiliséasl
le produit: norme 2 dans la proposition initia),(  H.(v) = 3N /e + Gf — G, ., xDW)? |, (10)
norme 1 (resp. norme 1 «régularisée ») dans la
définition (5) (resp. (4)) proposeée ici. L'inconvent Pour toutu de IRK, on aj,(u) = H,(w(u)). On
pl’inCipal du Cl’itére |n|t|a.|, « K-Pl’Oduit norme 298'[ montre que siumin est un minimiseur d% a'ors
limportant biais entre son minimiseur et les maye® yy, .y est le minimiseur unique de.. Tous les

des composantes : lorsque le nombre d'observatioRginimiseurs dg, sont donc égaux a une permutation
tend vers ['infini, le minimiseur de (6) ne tendspzers  pres.

les moyennes des composantes. Par exemple, dans le . | .

cas dun mélange a deux composanted Estimation des mélanges de lois
unidimensionnelles, équiprobables, de moyenaesta La pertinence du minimiseur de K-Produit pour
et de méme écart-type le minimiseur de (6) tend vers pegtimation des espérances du mélange peut &tre
le  couple {aJ1+ 62/a%,—a\1+ cz/az}. La évaluée par simulation (cas multidimensionnel), et

figure 1 illustre un autre exemple de biais dansaedu theéoriquement (cas monodimensionnel). On montre en

mélange d& = 3 composantes évoqué section 1. pa.rticul'ier au paragraphe 3.1 que pour un mélaljige d
o trois lois uniformes séparées la distance entrdrbgs
2.2 Minimisation éléments du minimiseur unique de K-Produit et feist

Un algorithme de relaxation de complexitéN®D) ~ €sperances est bornée par la moiti¢ de I'écart-tgse
peut étre utilisé pour minimiser ce critére. Ereefau  COmMposantes.

voisinage d'une estimation couranteg 1 Théorie
ite ite-1 ite-1 g4 ; i - . . . s
{“1 pee Wy, U } au cours de litération «ite »  pang |e cas unidimensionel I'optimisation du cetér

le gradient du critere (4) par rapport keme vecteur asymptotique® (uy, ..., ug) :f_‘”oo TTE_;|x — ug |h(x)dx
u; a pour équivalence : conduit & des relations intégrales valables pout to



mélange de lois. Pou¢ = 3 composantes, I'annulation 3.2 Simulations

L Ay Y i) g Iy . . , o
des combinaisons du typg; ~ou etuka_uk_ W0y Des simulations permettent egalement de vérifier la
permet d’éliminer les termes epdes intégrales puis et Pertinence du critere dans des cas plus complexes,

ainsi  dobtenir les  conditons  d'optimalité Particulier dans le cas déja évoqué (Fig. 1) ou pies

suivantes pouk=0, 1, 2 : dimensions supérieures (Tab. 1). Ces différentsitats
montrent clairement l'intérét de notre approche -« K
us g ©  Ep{x¥) Produit norme 1 » par rapport aux methpdes exssant
[ xh@dx+ [, x¥h(r)dx=—"—. (11) Dans ces cas relativement «simplesk=(@3

composantes identiques, équiprobables, séparéss) le

La dépendance des relations (11) erulgsapparait algorithmes classiques tels que EM ou K-Means ne
donc que sur les intervalles des intégrales. dasaes convergent pas nécessairement vers la bonne sglutio
permettent aussi d’établir directement des résuiat mais peuvent converger vers un optimiseur non globa
des conditions d’'unicité de minima locaux. avec un vecteur qui « englobe » les deux composante

Ces relations se simplifient dans le cas de mékngproches et les deux vecteurs restant qui sont tigpar
de lois uniformes a supports séparéslans la classe restante. Ces algorithmes doiveat ét
lay — b a; + b] de largeur communeb? d’écart-type relancés plusieurs fois, avec différentes initalmns,
o = b/v/3 et de moyenne,. En repartant de (11) la afin d'étre sir d'obtenir une solution correcte.

solution optimal€eu,, u,, us} vérifie alors: 4 Conclusions

—uy +u, — U3 =—a, +a, —as Une évolution du critere « K-Produit » initialement
—u2 + u—u = —a? + a2—a% — b2 proposé dans [5] est proposée pour estimer les
—dtud—ud = —ad +ad-ad + 3b2(—a1 + espérances d'un mélange de loi _Iorsque le no_rr]bre de
) composante est connu. La pertinence du critere est
a; —az ). (12) étudié théoriquement. On montre en particulier,sdan

. . cas unidimensionnel, que le critere n'‘admet aucun
ce systeme conduit auinimiseur local non-global et que, pour un méladge
les erreurs  d'estimatiofois |ois uniformes séparées de largeur de support

commune, I'écart entre les éléments du minimiseur
unique et les espérances que I'on cherche a estister

Aprés développement,
relations suivantes pour
UV = U — Qg .

v, = b? ( 1 _ 1 ) inférieur a.la' rpoitié de I’écart-t,ype des composant
24 b2 a,—a, az—a, La validité de ces résultats dans le cas
(a, —aq)(az — ay) multidimensionnel, que suggérent les simulatioesea
cours d’étude, ainsi que I'extension au cas olblabre
Vy =V + U3 de composantes n’est pas connu.
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mélange univarié de composantes uniformes, est
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mélange de trois composantes Gaussiennes
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Figure 1 : 100 observations d’'un mélange d€=3 composantes Gaussiennes et localisation des opsieurs de différents criteres : sur
la classe de droite toutes les solutions sont supesées a la solution exactes, excepté I'optimisewwn global de K-Means ; sur les deux
classes de gauche seuls le minimiseur global de Kelths et le minimiseur unique de « K-Produit norme » donne une solution

pertinente. Attention a la différence d’échelle etie I'axe des abscisses et I'axe des ordonnées.

Tab 1 : minimiseurs de K-Means et « K-Produit normel » sur 100 observations d’'un mélange de 3 compos$as Gaussiennes,
équiprobables et de matrice de variance-covariano@ 221

Moyennes K-Means K-Means K-Produit norme 1

réelles minimiseur global minimiseur non-global minimiseur unique
{0,0,0,0} {-0.02,-0.04,0.00,-0.05}  {0.47,-0.02,-D.4 8,-0.04}  [0.03,-0.07,0.05,0.01}
{1,0,-1,0} {1]01,0.00,-1.01,-0.01}  {-0.05,-9.96,0.2 0,9.93}  [0.94,-0.06,-0.91,0.06}
{1,-10,-1,10}  {1.Q1,-10.04,0.00,10.03}  {0.02,-10.07 ,0.11,10.09}  {0.01,-10.04,-0.00,10.05}

évolution du critére K-Produit pour différentes initialisations

critére

itérations

Figure 2 : évolution du critere K-Produit (4), pour différentes initialisations, sur 100 observationslu mélange Gaussien décrit Tab. 1
(D=4, K=3). Quelque-saoit I'initialisation, I'algorithme converge vers le méme minimiseur indiqué Tab. (Herniére colonne)




