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Résumé – L’article traite des erreurs d’interpolation dans le contexte d’estimation du canal de Rayleigh sélectif en fréquence pour les systèmes
OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing). Ces erreurs se traduisent par l’apparition d’un seuil dans les courbes de taux d’erreur.
Dans un premier temps, on caractérise statistiquement les erreurs d’estimation dues aux interpolations, et on introduit la notion de bruit d’inter-
polation. Dans un second temps, selon la technique d’interpolation choisie, l’espacement fréquentiel entre pilotes servant à l’estimation et le type
de constellation, on prédit le seuil atteint par les courbes de taux d’erreur pour un RSB (Rapport Signal à Bruit) infini. Nous validons finalement
par simulation les résultats obtenus analytiquement.

Abstract – This article deals with the interpolation errors in the context of the Rayleigh frequency selective channel estimation, in an OFDM
context. These errors yield to an error floor in the bit error rate (BER) curves. First, we statistically characterize the estimation errors, which are
caused by the interpolations, and we define the interpolation noise. Second, knowing the chosen interpolation technique, the frequency spacing
between the pilot tones and the kind of the constellation, we predict the lower bound which is reached by the BER curves. Simulations finally
validate the analytical developments.

1 Introduction et modèle

Dans bon nombre de systèmes de transmission utilisant l’
OFDM, il est courant d’utiliser des porteuses pilotes pour ef-
fectuer l’estimation de canal. Pour certaines dispositions de ces
pilotes dans la trame OFDM, il est nécessaire d’effectuer une
interpolation pour obtenir la réponse fréquentielle du canal l’in-
tégralité du réseau temps-fréquence. Les auteurs de [2, 3] pro-
posent une comparaison des performances d’un grand nombre
de techniques d’interpolations pour l’estimation de canal dans
un contexte OFDM. Ces interpolations créent des erreurs d’es-
timation dont l’effet est l’apparition d’un seuil de taux d’erreur
à fort RSB. De nombreux articles tels que [5,7] donnent les ex-
pressions des taux d’erreur en fonction des erreurs d’estimation
de canal. Cependant, les erreurs considérées sont dues au bruit
additif ou à une mauvaise estimation de l’offset en fréquence.

Dans cet article, nous focalisons l’étude sur les erreurs d’es-
timation de canal dues à l’interpolation dans un système OFDM.
Nous proposons d’évaluer analytiquement la valeur du seuil de
taux d’erreur pour une modulation BPSK, atteinte pour un RSB
infini. Pour cela, nous définissons un bruit d’interpolation, dont
les propriétés statistiques peuvent être caractérisées connais-

sant le type d’interpolation choisi et la densité des pilotes dans
la trame OFDM. Associée à une analyse géométrique dépen-
dante de la constellation choisie, cette étude statistique permet
d’aboutir à une expression analytique du seuil de taux d’er-
reur binaire (TEB). L’étude proposée ici diffère des méthodes
classiques citées dans [5, 7], car elle est spécifique aux erreurs
d’estimation dues à l’interpolation. L’analyse proposée permet
d’obtenir la valeur exacte du seuil de TEB en fonction de l’in-
terpolation et de la constellation choisies. Dans la suite, on
considèrera le signal OFDM U après la transformée de Fourier
discrète (TFD) de taille M :

U = CH + W, (1)

où H = [H0,H1, ..., HM−1]
T (avec T l’opérateur transposi-

tion) est le vecteur contenant les échantillons fréquentiels du
canal de Rayleigh, dont la densité de probabilité (ddp) est notée
pr(|Hm| = r). Quel que soit m = 0, ...,M − 1 on note σ2

r =
E{HmH∗

m}/2 la variance de Hm. On donne l’expression des
éléments Hm, à partir de la réponse fréquentielle continue du
canal :



H(f) =

L−1∑
l=0

hle
−2jπfτl =⇒ Hm =

L−1∑
l=0

hle
−2jπ

τe
l m

M , (2)

où L est le nombre de trajets du canal, τel = τlfe où fe est la
fréquence d’échantillonage critique du système, et chaque hl

est un processus gaussien centré. Le vecteur W = [W0,W1, ...,
WM−1]

T contient les échantillons du bruit additif gaussien.
Pour étudier le seuil du taux d’erreur, on se place dans le cas
limite où le RSB= E{|HmCm|2}/σ2

h tend vers l’infini. C ∈
CM×M est la matrice diagonale composée des éléments Cm,
m = 0, 1, ...,M − 1 tirés d’une constellation donnée (une
BPSK, ici) et des porteuses pilotes notées Cmp . On considère
que deux porteuses pilotes consécutives ont toujours le même
espacément fréquentiel au sein d’un symbole OFDM. De plus,
on suppose que cet espacement fréquentiel est inférieur à la
bande de cohérence du canal.

2 Analyse statistique des erreurs d’in-
terpolation

Comme on considère un RSB infini, l’estimation de canal
selon le critère des moindres carrés au niveau des pilotes est
parfaite, c’est-à-dire Ĥmp = Ump/Cmp = Hmp . On effectue
alors une interpolation pour obtenir l’estimation de canal Ĥm

entre deux porteuses pilotes consécutives mp et mp+1. Cette
interpolation est susceptible de créer une erreur eh(f) dont le
module est noté ξ. On a donc :

Ĥ(f) = H(f) + eh(f) =⇒ Ĥm = Hm + ehm
, et (3)

ξ = |H(f)− Ĥ(f)| =⇒ ξm = |Hm − Ĥm|. (4)

Il est possible de caractériser la distribution de ξm pour un
grand nombre de méthodes d’interpolation.

Considérons par exemple une interpolation linéaire. Il est
connu que pour une fonction g doublement continue (ou C2)
dont la version interpolée entre deux points d’abscisse xa et xb

est ĝ, on a, pour x ∈ [xa, xb] :

|g(x)− ĝ(x)| = 1

2
|(xb − x)(x− xa)||g′′(y)|, (5)

avec y ∈ [xa, xb]. On obtient (5) directement, en utilisant le de-
veloppement de Taylor en x avec la formule du reste de Taylor-
Lagrange. D’après (2), on remarque que la version continue
H(f) de la réponse fréquentielle du canal est C2. De plus, si
|H(f)| est un processus de Rayleigh, alors |H ′′(f)| l’est aussi.
Ce résultat est évident quand on exprime H ′′(f) :

H ′′(f) = −4π2
L−1∑
l=1

τ2l hle
−2jπfτl , (6)

qui est aussi un processus gaussien. On peut maintenant rem-
placer g(x) par H(f) en remplaçant (6) dans (5), et exprimer
l’erreur |ξ| :

|ξ| = 1

2
|(fb − f)(fa − f)| × |H ′′(α)|, (7)

où fa et fb sont les positions fréquentielles de deux pilotes
consécutifs et α ∈ [fa, fb]. Ainsi, fa − f est la distance fré-
quentielle entre un pilote et une porteuse . On définit aussi
∆f = fb − fa l’espacement entre deux pilotes successifs. On
admet dans un premier temps que la version discrète de l’ex-
pression de l’erreur d’interpolation suit la même loi que la ver-
sion continue. Dans ce cas, on déduit que ξm suit une loi de
Rayleigh et on note pξ(ξ) sa ddp. On définit σ2

ξ = E{ξ2}/2 sa
variance, exprimée à partir de (7) :

σ2
ξ = |(fb − f)(fa − f)|24π4

L−1∑
l=1

τ4l σ
2
l , (8)

où σ2
l = E{hlh

∗
l }/2 est la variance de chaque trajet. De la

même manière que pour le bruit de quantification [6], on peut
alors définir l’erreur ehm comme un bruit d’interpolation gaus-
sien et centré, caractérisé par le type d’interpolation choisi et
par l’espacement entre pilotes ∆f . De la même manière, on
peut montrer que la plupart des techniques d’interpolation (moyenne
glissante, cubique, spline etc.) engendrent une erreur d’interpo-
lation qui peut être modélisée par une loi de Rayleigh mais avec
des variances différentes.

Par exemple, pour une interpolation cubique par morceau
utilisant comme base des polynôme de Lagrange, l’erreur d’in-
terpolation est donnée par :

|H(f)− Ĥ(f)| = 1

24
|

3∏
p=0

(f − fp)| × |H(4)(α)|, (9)

où fp sont les positions fréquentielles de pilotes. Par analogie
avec le développement précédent, on remarque que l’erreur |ξ|
calculée à partir de (9) suit une loi de Rayleigh dont on peut
calculer la variance. Les développements suivant restent alors
vrais quel que soit le type d’interpolation choisi, tant que l’er-
reur suit une loi de Rayleigh. On définit alors pξ|r(ξ|r) la ddp
de ξ conditionnellement à r = |Hm|. On sait que si ξ suit une
loi de Rayleigh, on obtient alors la loi jointe pr,ξ(r, ξ) grâce à
la formule donnée dans [1, 4] :

pr,ξ(r, ξ) =
rξ

σ2
rσ

2
ξ (1− ρ2)

exp

(
−

σ2
ξr

2 + σ2
rξ

2

2σ2
rσ

2
ξ (1− ρ2)

)

× I0

(
rξρ

σrσξ(1− ρ2)

)
, (10)

où I0(.) est la fonction de Bessel modifiée de première espèce
et d’ordre zéro, et ρ le coefficient de corrélation défini par ρ =
|E{H(f)e∗h}|

2σrσξ
. On déduit alors la ddp conditionnelle pξ|r(ξ|r) =

pr,ξ(r, ξ)/pr(r).



3 Analyse géométrique des erreurs d’in-
terpolation

À l’entrée du détecteur de symboles (ici BPSK), pour une
porteuse donnée m, on obtient l’estimation Ĉm du symbole
complexe Cm en appliquant une simple egalisation zero for-
cing (ou ZF), c’est à dire :

Ĉm =
Um

Ĥm

=
Hm

Hm + ehm

Cm. (11)

Contrairement aux études classiques telles que [5, 7] dans les-
quelles les erreurs sont additives (i.e. Ĉm = Cm + ϵ, où ϵ
est l’erreur), on étudie ici une erreur multiplicative. Selon la
constellation choisie, les conditions de bonne ou mauvaise dé-
cision ne sont pas les mêmes. Dans la suite de l’article, on
prend pour exemple une BPSK. Dans ce cas Cm =+

− 1, et
la condition de mauvaise décision notée K1 est donnée par
K1 : CmRe{Ĉm} ≤ 0. Si on note C̄ le symbole en sortie de
détecteur, alors on a une bonne décision si C̄m = Cm, et une
mauvaise décision si C̄m ̸= Cm. Dans le cas simple d’une
BPSK, si on écrit l’erreur eh sous la forme eh = ξejΘξ et l’es-
timée du canal Ĥm sous la forme Ĥm = rejΘH , on donne à
partir de (11), la probabilité de mauvaise décision P(K1) :

P(K1) = P(CmRe{Ĉm} ≤ 0)

= P(Re{re
jΘH (re−jΘH + ξe−jΘξ)

|H(f) + eh|2
} ≤ 0)

= P(
r2 + rξ cos(ΘH −Θξ)

|H(f) + eh|2
≤ 0) (12)

On note dans (12) que le dénominateur |H(f)+eh|2 est tou-
jours positif. On restreint donc l’étude au numérateur : P(r2 +
rξ cos(ΘH −Θξ) ≤ 0). Quelle que soit la valeur de r, ξ et Θξ,
la résolution de (12) est indépendante de ΘH . Si ξ ≤ r, l’in-
équation r2+rξ cos(ΘH−Θξ) ≤ 0 n’a pas de solution. Si ξ ≥
r, le domaine des solutions de l’inéquation r2 + rξ cos(ΘH −
Θξ) ≤ 0 est {Θξ|Θξ ∈ [− arccos(− r

ξ ), arccos(−
r
ξ )]}. On ex-

prime finalement P(K1) en fonction de r et ξ :

P(K1) =

{
0 si ξ ≤ r
arccos( r

ξ )

π , si ξ ≥ r .
} (13)

À partir de la densité de probabilité conditionnelle pξ|r(ξ|r) et
de (13), on déduit la fonction fξ|r(ξ|r, C̄m ̸= Cm) qui exprime
une densité de probabilité d’erreur d’interpolation, condition-
nellement à ce que ces erreurs créent une erreur de décision.
Pour une BPSK, on exprime fξ|r(ξ|r, C̄m ̸= Cm) :

fξ|r(ξ|r, C̄m ̸= Cm) ={
P(K1)× pξ|r(ξ|r) = 0, si ξ ≤ r

P(K1)× pξ|r(ξ|r) =
arccos( r

ξ )

π pξ|r(ξ|r), si ξ ≥ r .
(14)

En intégrant (14) sur R+, on obtient la probabilité d’erreur
conditionnellement à la valeur r du module du canal. Il faut

donc prendre en compte la ddp pr(r) dans le calcul de la pro-
babilité d’erreur seuil Pseuil

E :

Pseuil
E =

∫ +∞

0

pr(r)

∫ +∞

0

fξ|r(ξ|r, C̄m ̸= Cm)dξdr

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

P(K1)pr,ξ(r, ξ)dξdr. (15)

La valeur Pseuil
E est le seuil pris par la courbe de TEB. Pour des

constellations d’ordres supérieurs, on peut facilement étendre
la méthode de calcul proposée du seuil de TEB, en séparant
l’étude sur les domaines de décision des bits de poids faible
(ou LSB) et des bits de poids fort (ou MSB), comme cela est
fait dans [5, 7].

4 Résultats de simulations
Dans cette section, l’analyse faite précédemment est validée

par simulation, étape par étape. Pour cela, on simule un signal
OFDM composé de M = 241 porteuses dont les symboles sont
mappés avec une BPSK. On a fixé M = 241 pour faciliter les
simulations, mais les résultats retent valides quels que soient
la taille de la TFD. Les gains hl et retards τel du canal simulé
sont respectivement [1, 0.5, 0.4, 0.2] et [0, 6, 13, 16]. Ainsi, on
obtient σ2

r = 2.5, σ2
ξ = 0.0029 et ρ = 0.273. L’interpolation

utilisée est linéaire.
La figure 1 illustre l’allure de la fonction de ddp condition-

nelle pξ|r(ξ|r) pour ∆f = 2. Pour une raison de clarté, on ne
montre pas directement la ddp pξ,r(ξ, r), mais pξ|r(ξ|r) pour
deux valeurs de r différentes (r = 0.1 et r = 4).On observe que
les courbes obtenues par simulation et celles issues de l’analyse
théorique se superposent, ce qui permet donc de valider l’étude
réalisée dans la partie 2. Plus précisément, les erreurs ξ suivent
effectivement une loi de Rayleigh, dont la variance est donnée
par (8).
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FIGURE 1 – Fonction de densité de probabilité conditionnelle
pξ|r(ξ|r), avec ∆f = 2.



La figure 2 a pour but de valider l’analyse géométrique des
erreurs d’interpolation. Pour reproduire les conditions de l’équa-
tion (11), on a simulé indépendemment 106 variables aléatoires
Hm tel que r = |Hm| = 1 et 106 erreurs ehm suivant un pro-
cessus gaussien centré de variance 1. La ddp pξ|r(ξ|r) suis donc
une loi de Rayleigh. La figure 2 compare les courbes corres-
pondant à (14) tracées analytiquement et par simulation. On
remarque que les courbes se superposent, ce qui valide l’ana-
lyse géométrique des erreurs.
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FIGURE 2 – Densité d’erreur d’interpolation conditionnelle pξ|r(ξ|r)
et fonctions extraites P(K1)× pξ|r(ξ|r) et (1− P(K1))× pξ|r(ξ|r).

La figure 3 montre les courbes de TEB en fonction du RSB
(en dB), pour une plage de RSB de -10 à 40 dB, ce qui permet
de remarquer l’effet de seuil du taux d’erreur. De plus, deux va-
leurs d’écart fréquentiel entre pilotes ∆f = 2 et ∆f = 4 sont
considérées. La valeur théorique du seuil est calculée analyti-
quement pour chaque cas au moyen de (15). Premièrement, on
remarque que les courbes de TEB atteignent le seuil calculé
analytiquement. De plus, on vérifie que pour une technique
d’interpolation fixée (ici linéaire), plus l’écart entre pilotes est
grand, et plus le seuil d’erreur est élevé.

5 Conclusion
Dans cet article, une analyse des erreurs d’interpolation dans

l’estimation de canal de Rayleigh dans un contexte OFDM a
été proposée. Cette analyse permet de mesurer théoriquement
la valeur du seuil d’erreur atteint par les courbes de TEB pour
un fort RSB. En effet, pour des interpolations de type linéaire,
cubique ou encore spline, les erreurs suivent aussi une loi de
Rayleigh. Dans ces conditions, il est alors possible de mesu-
rer le seuil atteint en fonction du type d’interpolation choisi, de
l’écart fréquentiel entre porteuses pilote et d’une analyse géo-
métrique dépendant de la constellation choisie. Les résultats de
simulations valident les différentes analyses. Il sera possible
d’étendre l’étude à d’autres types d’interpolation et de constel-
lations de plus grandes tailles.
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