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Résumé –Les propriétés statistiques du bruit blancα-stable symétrique à valeurs réelles sont déterminées après transformée de Fourier à court
terme (TFCT) discrète. La symétrie, stationnarité et la dépendance entre les composantes réelles et imaginaires sont étudiées en fonction des
paramètres de TFCT et de l’indice de stabilitéα.

Abstract – Statistical properties of white and real-valued symmetricα-stable noise after short-time Fourier transformation (STFT) are derived.
Symmetry, stationarity and dependence between the real andimaginary components are studied as a function of the STFT parameters and the
stability indexα.

1 Introduction
Les lois α-stables symétriques (SαS) sont communément

employées pour modéliser des perturbations impulsives d’ori-
gines diverses (bruit acoustique sous-marin des crevettescla-
queuses, phénomènes électromagnétiques, bruit audio, varia-
tions boursières etc.). La justification théorique du modèle
SαSrésulte généralement de sa nature leptokurtique et repose
aussi sur le théorème central limite généralisé qui étend lethéo-
rème central limite aux variables aléatoires de variance infinie.

Pour de nombreuses applications de traitement du signal,
la TFCT discrète est utilisée comme outils d’analyse temps-
fréquence ou comme transformée parcimonieuse et la connais-
sance des lois de probabilité de ses coefficients est parfoisre-
quise pour développer des méthodes d’estimation ou de détec-
tion performantes.

Après quelques rappels sur les propriétés des variables aléa-
toires SαS, nous déterminons dans un premier temps la fonc-
tion caractéristique du bruit blancα-stable symétrique à va-
leurs réelles après TFCT et étudions ensuite les propriétésde
symétrie et de stationnarité ainsi que la structure de dépendance
entre les composantes réelles et imaginaires après TFCT.

2 Bruit SαS

Propriété 1 La fonction caractéristique d’une variable aléa-
toire X α-stable symétrique peut s’exprimer comme

ΦX (u) = exp
(
−σ|u|α

)
, −∞ < u < +∞ (1)

avec1 0 < α < 2, etσ > 0.

1. Nous excluons volontairement le casα = 2, qui représente le cas gaus-
sien déjà traité dans la littérature.

La loi deX est notéeS(α,σ) oùα est l’indice de stabilité etσ
le paramètre d’échelle.

Propriété 2 ([1]) Toute variable aléatoireX α-stable symé-
trique peut se décomposer commeX = A1/2G, oùG etA sont
mutuellement indépendantes, avecG ∼ N (0, 2σ2) etA une va-
riable aléatoireα-stable dissymétrique, dont la fonction carac-
téristique est donnée dans [1].X est aussi dite sous-gaussienne
et subordonnée àG.

3 Propriétés statistiques

NB : Les démonstrations des propriétés énoncées dans cette
section se trouvent en annexe.
3.1 TFCT

Soit {X(m)}m∈N un processus aléatoire discret SαS consti-
tué de variables i.i.d vérifiantX(m) ∼ S(α,σ). Pour une fenêtre
d’analysew(m) de longueurM , la TFCT deX(m) est définie
comme

Xn,k
∆
=

[
Xr

n,k, X
i
n,k

]T
,

Xr
n,k

∆
=

nD+M−1∑

m=nD

X(m)w(m− nD) cos(ωkm),

Xi
n,k

∆
= −

nD+M−1∑

m=nD

X(m)w(m− nD) sin(ωkm),

oùK > 0 est le nombre de points de la transformée de Fourier
discrète (TFD),D > 0 est le pas de glissement entre deux fe-

nêtres successives, etωk
∆
= 2πk/K, 0 ≤ k ≤ K− 1. Les indices



n etk font respectivement référence au temps et à la fréquence.
Par soucis de lisibilité, les bornes de la sommation sont parfois
omises. Par défaut, elles sont égales ànD etnD +M − 1.

3.2 Fonction caractéristique conjointe

Proposition 1 La fonction caractéristique conjointe deXn,k

peut s’exprimer comme

ΦXn,k
(u) = exp

(
−
(√

uTuσ
)α

× sn,k(u)
)
, (2)

où sn,k(u) =
∑

m |w(m − nD) sin(ωkm − θ(u))|α , u
∆
=

[u0, u1]
T et

θ(u) = −1

2
sgn(u20 − u21) arccos

(−2u0u1
uTu

)
− π

4
. (3)

3.3 Stationnarité, symétrie et circularité

Du fait de la nature i.i.d. desX(m) et des périodicités asso-
ciées aux fonctions trigonométriques de la TFCT, on peut s’at-
tendre à ce queXn,k vérifie certaines relations particulières
concernant les propriétés de stationnarité, symétrie et circula-
rité.

Corollaire 1 Xn,k est un vecteur aléatoire stable symétrique.

Ce résultat se vérifie simplement en notant que∀ a, b ∈ R,

Y
∆
= aXr

n,k + bXi
n,k est une variable aléatoire SαS de para-

mètre d’échelle

σY = σ

(
∑

m

|w(m− nD) (a cos(ωkm)− b sin(ωkm)) |α
)1/α

.

D’après [1], ce résultat implique qu’il existe une unique mesure
symétriqueΓ définie sur le cercle unitéC, telle que

ΦXn,k
(u) = exp

(
−
∫

C
|uT

c|αΓ(dc)
)
. (4)

Xn,k étant issu d’une transformation linéaire de variables aléa-
toires SαS indépendantes, cette mesure spectraleΓ est concen-
trée sur un nombre fini de points sur le cercleC.

Corollaire 2 Xn,k est cyclo-stationnaire selonn tel que

ΦXn,k
(u) = ΦXn+P,k

(u), (5)

où

P =

{
ppcm(2kD,K)

2kD , si k > 0

1, si k = 0.
(6)

Corollaire 3 Une condition suffisante pour la stationnarité
stricte est la circularité. En d’autres termes, soitX

z
n,k défini

comme

X
z
n,k

∆
=

[
cos z − sin z

sin z cos z

]
Xn,k. (7)

Par définition,Xn,k est circulaire ssiXn,k
d
= X

z
n,k, ∀ z ∈

R. Nous montrons que siXn,k est circulaire alorsXn,k
d
=

Xn+ℓ,k, ∀ ℓ ∈ N.

Dans de nombreuses applications, les algorithmes de détec-
tion/estimation reposent sur les hypothèses de stationnarité et
de circularité des données d’entrée. La circularité est obtenue
ssiszn,k(u) = sn,k(u), ∀ z ∈ R. Dans le cas général, ceci n’est
pas vérifié etXn,k n’est donc pas circulaire. Cependant en
choisissant bien les paramètres de TFCT, on peut obtenir une
symétrie de rotation de la loi deXn,k, menant dans certains
cas, à une circularité approchée et par conséquent à une
stationnarité elle aussi approchée. Cette circularité approchée
peut être pertinente pour faciliter le traitement du vecteur Xn,k

car, dans ce cas, celui-ci peut être considéré comme un vecteur
aléatoire sous-gaussien dont le vecteur gaussien sous-jacent a
des composantes i.i.d [1].

Cas de la fenêtre rectangulaire

Corollaire 4 Pour une une fenêtre d’analyse rectangulaire de
longueurM = ℓ×Pz, avecℓ ∈ N

+ etPz = ppcm(2k,K)/(2k),
Xn,k présente une symétrie de rotation d’ordrePz, telle que

Xn,k
d
= X

z
n,k, ∀ z ≡ 0 (mod π/Pz). (8)

Cette symétrie de rotation est visible sur la figure 1-(a) où la
fonction caractéristique ainsi que la mesure spectrale sont re-
présentées pourα = 0.5, M = K = 8, et pour l’indice fréquen-
tiel k = 1, tel quePz = 4.

La circularité est strictement obtenue pourPz = +∞. Ce-
pendant, en pratique, la circularité peut être une hypothèse
raisonnable lorsquePz est grand, menant à une distribution
presque isotrope. Par définition,Pz est borné par1 ≤ Pz ≤ K.
Pz est maximal et égal àK lorsque2k etK sont premiers entre
eux carPz =

ppcm(2k,K)
2k = K

pgcd(2k,K)
.

Par conséquent, on peut montrer que pour une fenêtre rectan-
gulaire sans zero-padding, on obtientPz = K, ∀ 0 < k ≤ K − 1

ssi la longueurK de la TFD est un nombre premier. Choisir
cet ensemble de paramètres, avecK premier, implique aussi
que lesXn,k sont i.i.d. selon l’axe des fréquences.2 De plus,
si K est choisi suffisamment grand, la fonction caractéristique
devient presque isotrope et l’approximation de circularité
(donc de stationnarité) devient raisonnable. Ceci est illustré
à la figure 1-(b), où la fonction caractéristique deXn,k est
tracée pourα = 0.5 etM = K = 127.

Cas des autres fenêtres
Jusqu’ici nous avons montré que la symétrie de rotation peut

être obtenue pour les fenêtres rectangulaire grâce à la périodi-
cité deszn,k(u). Cette périodicité n’est pas strictement vérifiée
pour les fenêtre classiques telles Hanning, Gauss, Blackman,
etc. Cependant, comme montré dans le tableau 1, pour la plu-
part des fenêtres,szn,k(u) est presque-périodique et vérifie [2]

‖szn,k(u)− s
z+π/Pz
n,k (u)‖∞ ≤ ǫ, (9)

où ǫ << ‖szn,k(u)‖∞. Cette “presque-périodicité” implique
que ΦXn,k

(u) présente une “presque” symétrie de rotation

2. Cette dernière implication résulte du fait que lorsqueK = M = Pz,
sn,k(u) = sn,k′(u), quels que soientk etk′ appartenant à{1, · · · ,K − 1}
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FIGURE 1 – Illustration de la symétrie de rotation et de la presque circularité deXn,k, (α = 0.5, σ = 1, k = 1). (a) et (b), fenêtre
rectangulaire, avecK = 8 etK = 127, respectivement. (c) Fenêtre de Gauss, avecK = 8.

d’ordrePz . Cette “presque” symétrie est visible sur la figure
1-(c).

3.4 Fonctions caractéristiques marginales et dé-
pendance

Corollaire 5 Xr
n,k et Xi

n,k sont des variables aléatoires
SαS vérifiantXr

n,k ∼ S(α,σr) et Xi
n,k ∼ S(α,σi), respecti-

vement, avec

σr = σ

(
∑

m

|w(m− nD) cos(ωkm)|α
)1/α

(10)

σi = σ

(
∑

m

|w(m− nD) sin(ωkm)|α
)1/α

. (11)

Xr
n,k et Xi

n,k sont identiquement distribuées lorsque leurs
facteurs d’échelles sont égaux. En utilisant les résultatsde la
section précédente, on peut montrer que l’égalité stricte est ob-
tenue entreσr et σi, lorsqueXn,k présente une symétrie de
rotation d’ordrePz, avecPz paire. Notons que la “presque” sy-
métrie, avecPz paire, implique une “presque” égalité entreσr
et σi. C’est aussi le cas lorsqueK est grand et premier. Pour
de nombreux ensembles de paramètres de TFCT, la différence
entreσr etσi peut être supposée négligeable pour des applica-
tions pratiques.

Bien queXr
n,k et Xi

n,k peuvent être identiquement distri-
bués, ils ne sont pas indépendants dans le cas général. Un cas
d’indépendance est obtenu pourk = K/4, ∀α. Dans ce cas, la
matrice de corrélationRn,k a un seul terme non nul à chaque
n, de sorte que la fonction caractéristique conjointe se réduit
au produit des fonctions caractéristiques marginales. La me-
sure spectraleΓ porte l’information essentielle sur la structure

de dépendance entreXr
n,k et Xi

n,k et les métriques de dépen-
dance s’expriment généralement en fonction de cette dernière.
On peut citer la covariation, par exemple, qui est définie dans
notre cas pour1 < α < 2 comme

[Xr
n,k, X

i
n,k]α

∆
=

∫

C
c1c

<α−1>
2 Γ(dc),

où x<p> = sgn(x)|x|p, et s’obtient en utilisant la relation sui-
vante [1]

[Xr
n,k, X

i
n,k]α =

1

α

∂σα
Y

∂a
|a=0,b=1. (12)

Après calcul et pour une fenêtrew(·) à valeurs positives, la co-
variation normalisée s’écrit

[Xr
n,k, X

i
n,k]α

[Xr
n,k, X

r
n,k]α

=

∑
mwα(m− nD) cos(ωkm) (sin(ωkm))<α−1>

∑
m |w(m− nD) cos(ωkm)|α .

(13)

On notera que l’indépendance entreXr
n,k etXi

n,k implique une
covariation nulle mais que la réciproque n’est pas vraie.

Il existe d’autres mesures de dépendance plus générales,
comme celle proposée dans [3], qui repose sur une mesure de
distance entre la fonction caractéristique conjointe et leproduit
des fonctions caractéristiques marginales. Ce type de métrique
présente l’avantage d’être nulle uniquement lorsqu’il y a indé-
pendance.

La figure 2 montre la métrique décrite dans [3] en fonction
de l’indice de stabilitéα et pour différents paramètres de TFCT
(cette métrique prend des valeurs comprises entre 0, indépen-
dance, et 1, dépendance totale). On notera qu’à l’exceptiondu
cas gaussien, il n’est pas possible d’avoir un vecteurXn,k qui
soit (presque) circulaire et à composantes indépendantes (théo-
rème de Maxwell-Hershell [4, pp. 201]).



TABLE 1 – Indice de “presque-périodicité” :‖szn,k(u) −
s
z+π/Pz
n,k (u)‖∞/‖szn,k(u)‖∞, pourα = 0.5, k = 1, n = 0.

Rec. Hann. Gauss. Black.

K=M=17 0 3.1 10−2 1.9 10−2 2.9 10−2

K=M=31 0 1.3 10−2 8.1 10−3 1.2 10−2

K=M=61 0 5.2 10−3 3.1 10−3 4.5 10−3

K=M=127 0 2.1 10−3 1.1 10−3 1.6 10−3

4 Conclusion

Dans le cas général, les coefficients de TFCT de bruit i.i.d
α-stable symétrique à valeurs réelles sont cyclo-stationnaires,
non circulaires et ont des composantes réels et imaginairesnon
i.i.d. Cependant, pour des paramètres de TFCT spécifiques, ba-
sés sur la fenêtre rectangulaire et/ou sur des tailles de fenêtre
avec un nombre de points premier, il est possible d’obtenir des
coefficients “presque” (au sens de Bohr) circulaires et station-
naires.

A Démonstrations des propositions

Preuve Prop. 1
SoitX̃m,k

∆
= X(m). [cos(ωkm),− sin(ωkm)]T . L’indépendance

desX(m) implique

ΦXn,k
(u)

∆
= E

{
exp

(
iuT

Xn,k

)}

=
∏

m

Φ
X̃m,k

(w(m− nD)u) . (14)

D’après la propriété 2,X(m) est sous-gaussien et peut s’ex-
primer commeX(m) = A1/2(m)G(m). Par conséquent,̃Xm,k

vérifie X̃m,k = A1/2(m)G̃m,k, où G̃m,k est vecteur gaussien
dégénéré à moyenne nulle de matrice de covariance

Rm,k = 2σ2

[
cos2(ωkm) − 1

2 sin(2ωkm)

− 1
2 sin(2ωkm) sin2(ωkm)

]
. (15)

En utilisant la propriété de sous-gaussianité [1], la fonction ca-
ractéristique dẽXm,k s’exprime alors comme

Φ
X̃m,k

(u) = exp

(
−
∣∣∣∣
1

2
u
T
Rm,ku

∣∣∣∣
α/2
)
. (16)

A partir (14) et (16), nous obtenons

ΦXn,k
(u) = exp

(
−
∑

m

∣∣∣∣
1

2
w2(m− nD)uT

Rm,ku

∣∣∣∣
α/2
)
.

(17)
L’expressionΦXn,k

(u) se déduit de

u
T
Rm,ku

(a)
= σ2(u20 + u21 + (u20 − u21) cos(2ωkm)

−2u0u1 sin(2ωkm)
)

(b)
= 2σ2

u
T
u sin2 (ωkm− θ(u)) ,
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FIGURE 2 – Métrique d’indépendance [3] en fonction deα,
(p = 1, M = K).

où (a) est le simple développement deuT
Rm,ku et (b)

repose sur les identités trigonométriques suivantes :
∀ a, b, x ∈ R, a sin x + b cos x =

√
a2 + b2 sin(x + φ), où

φ = sgn(b) arccos

(
a√

a2+b2

)
et1 + sin(2x) = 2 sin2(x+ π

4 ).

Preuve Cor. 2
Par un changement de variable,sn,k(u) peut s’écrire
sn,k(u) =

∑M−1
m=0 |w(m)|α| sin(ωk(m + nD) − θ(u))|α. De

plus, comme| sin(·)| estπ-périodique et en notant queP est
le plus petit entier tel queωkDP ≡ 0 (mod π), nous pouvons
conclure queΦXn,k

(u) = ΦXn+P,k
(u).

Preuve Cor. 3
La fonction caractéristique deXz

n,k s’exprime comme

Φ
X

z
n,k

(u) = exp
(
−
(√

uTuσ
)α

× szn,k(u)
)
, où

szn,k(u) =
∑M−1

m=0 |w(m) sin(ωk(m + nD) + z − θ(u))|α.
Par conséquent,ΦXn+l,k

(u) = ΦX
z
n,k

(u), pourz = ωkDℓ. Si

Xn,k est circulaire, alorsΦXn,k
(u) = ΦX

z
n,k

(u), ∀z ∈ R, ce

qui conclue la preuve.

Preuve Cor. 4
Pour une fenêtre rectangulaire, sn,k(u) =

1

Mα/2

∑M−1
m=0 | sin(ωk(m + nD) − θ(u))|α. En notant

que | sin(ωk(m + nD) − θ(u))|α est une fonction pé-
riodique de m, de période Pz = ppcm(2k,K)/(2k),
si M est choisi comme un multiple dePz, on obtient
sn,k(u) = szn,k(u), ∀ z ≡ 0 (mod π/Pz).
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