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Résumé — Maurice Fréchet a introduit en 1939, la borne inférieure de la variance de tout estimateur statistique,
donnée par l’'inverse de la matrice de Fisher, cette derniére définissant la métrique de la « Géométrie de
I’Information ». Le mathématicien Jean-Louis Koszul a montré que cette métrique pouvait étre définie de facon plus
générale comme le hessien de I’Entropie (transformée de Legendre du logarithme de la fonction caractéristique). De
facon analogue, le physicien Roger Balian a élaboré une métrique de Fisher quantique comme le hessien de
I’Entropie de von Neumann. Enfin, le physicien Jean-Marie Souriau a donné une nouvelle version covariante de
cette métrique de Fisher pour les groupes dynamiques, ou elle apparait comme une capacité thermique géométrique
via le cocycle symplectique lié au groupe et une température géométrique.

Abstract - Maurice Fréchet introduced in 1939, the lower bound of any statistical estimator variance, given by the
inverse of the Fisher matrix, the latter defining the “Information Geometry" metric. The mathematician Jean-Louis
Koszul showed that this metric could be defined in a more general way as the hessian of the Entropy (Legendre
transform of the characteristic function logarithm). In a similar way, the physicist Roger Balian developed a
guantum Fisher metric as the hessian of the von Neumann Entropy. Finally, the physicist, Jean-Marie Souriau gave a
new covariant version of this Fisher metric for the dynamic groups, where it appears as a geometrical heat capacity,
via the symplectic cocycle linked to the group and a geometrical temperature.

1 Préambule e y, est logarithmiquement strictement convexe

Nous allons exposer la définition de Koszul de la
métrique de Fisher comme une métrique hessienne.
Cette définition sera étendue dans le domaine quantique
selon la définition de Balian. Nous conclurons avec une
définition générale donnée par Souriau dans un cadre
élargi faisant intervenir la géométrie symplectique.

(4,(x) = log(w,,(x)) est strictement convexe)

Koszul a alors introduit une 1-forme et une 2-forme:
1-forme de Koszul a: La 1-forme différentielle
a=dg, =dlogy, =dy, /vy, ®)
est invariante par tous les automorphismes G = Aut(Q)
de Q.Si xeQ et ueE alors:

(ax,u>:—j<§,u>.e'<5‘*>d§ et o, e 4
Jean-Louis Koszul [1,2,3,4] a introduit une métrique o

2 Meétrique hessienne de Fisher-Koszul

hessienne affinement invariante sur un cone convexe
saillant ¢ dans un espace vectoriel E, via la fonction
caractéristique y .

Définition de la fonction caractéristique de Koszul:
Soit d¢ la mesure de Lebesque sur E°, [intégrale

suivante: WQ(X):.[e%de VXxeQ (1)
>

avec Q" le cone dual, est une fonction analytique sur Q,
avec v (x) € o+« , appelée fonction caracteristique du

cone Q.
Cette fonction possede les propriétés suivantes:
* SigeAut(@)alors y,(gx)=det g "y, (%) )

et une 2-forme:

2-forme de Koszul g: La 2-forme différentielle
symétrique g=Da=d?logy, )
est une forme bilinéaire symétrique définie positive
sur g, invariante par G = Aut(Q). Da >0

On peut alors introduire la métrique de Koszul suivante:

Métrique de Koszul: Do définit une structure
Riemannienne invariante par Aut(Q), de métrique

Riemannienne g =d2logy,, (7

(62 logw (k) = W(t)z“F(é)zdcf- [ G(i)zdf—( [ F(é)-G(éf)dé] ]> 0

1, .

with F&)=e 2" and G(&)=e2""(u,&)

La positivité est donnée par I’inégalité de Schwarz, et
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d?logy, (u,v)= j(f,u)(é,v)e’“”dé (8)

Q

Un difféomorphisme définit les coordonnées duales:

*

X" =—a, =—d logy,,(x) ©)
X' = [ee“de) [edg

(=x".h)=d, logyo () = - [ (£, e ¥7de/ [e“¥de (10)

o

En posant a(x)=—logy,,(x), Gromov a remarqué que
I"application ¢, M (@) = [ det(Hess(@(x)))dx obéit &
Q

I’inégalité de Brunn-Minkowsky :

M@, +@, )" = [M(@, )] +[M(@, )} (11)
Si on calcule la transformee de Legendre de o(x) :
D (x") = <x, x*>—CD(x) avec x'=D,® et x=D 0" (12)

qui s’écrit sous la forme d’une équation de Clairaut :
" (<) =((D,®)(),x" ) ~(D,®) ()] (13)

En utilisant, (X' x)= I'Og e (6 g {Eg e je*<f'x>d g et
[} o
—(&,x)=loge ", on obtient I’entropie de Shannon:

' (x) = Hjewd.»:} log [e“d¢ - [log e<5‘*>-e<5‘x>d§}/ [eeMae
Q" o} oy [}

(14)

o) o

_ g 80 gl
(X)) = _S£Ie<5'x>d§'log{fe<5‘X>dff}d§
Sionnote  (g)— gy [egs comme une densité de

o

probabilité, @*() a la forme d’une Entropie de

Shannon :

® =~ [ p.()log p, (£)d¢ (15
Q (16)

On remarque que - _ [&p.(adg

® log p, (&) =~{x¢) ~log [e"*d¢ =~{x.¢) + a1y (17)
Ce qui nous permet d’écrire la relation:

[o'@) px(adé:d( [ §-Px(§)d§J (18)
Cette derniere relation peut s’écrire:

Elo’@l-0'(Ele) , cee (19)

qui montre que le barycentre de I’Entropie est égale a
I’Entropie du barycentre, obtenue pour x =p @. Cette

densité est la densité a Maximum d’Entropie:
'\5'%"[‘ [ P(©)log px(é)dé} tel que [£p,(Ss=x (20)
O 2 [
En posant E;@(x):‘m’i(x) et son inverse x=7%(&), la
dx

densité est donnée par: ~ o (ee@)
Pl T
[e T

o

(21)

AVEC £ = [ep, (£)dg © @(x)=—log [e " dz (22)

Si nous nous ramenons a la définition classique de la
métrique de Fisher I(x), le modele de Koszul la fait

apparaitre comme une métrique hessienne :
2 2
0g p,(6) =~{x,£) + () = T DL TI - 23)

100 = _E{az |0;1ng(§)} __ 00 _ o logya()

x> ox?

100 = E.[2]-E. [T 24)

En 1977, Crouzeix obtenu également la relation:

d?d _ d?o” -+ (25)
dXZ dX*z

Si on cherche le produit scalaire qu’il faut choisir dans

ce modele de Koszul, il apparait que le produit scalaire
de Cartan défini a partir de la forme de Killing B(.,.) est

invariant par les automorphismes du cne convexe :
(x,&)=-B(x,n(&)) avec B(x,y) :Tr(adxady)
7 :involution de Cartan, Vo e Aut(Q) B(o(x),a(y))=B(x,y)

3 Meétrique de Fisher quantique de Balian

Roger Balian [5,6,7] a étendu cette approche dans le
cadre de la physique quantique en considérant le hessien
de I’Entropie de Von Neumann. En définissant 2
quantités scalaires ayant un sens physique :

e Tr|B 6] valeurs moyennes a travers les deux espaces
duaux des observables et des états
* S= —Tr[f) log( f))] Entropy dans I’espace des €tats

L’Entropie S peut étre écrite comme un produit

scalaire S=—<I5,Iog(l5)> ou log(D) est un élément de

I’espace des observables, permettant une structure
géométrique  physique dans ces espaces. La
différentielle seconde d2s est une forme quadratique
non négative des coordonnées de D qui est induit par la
concavité de I’Entropie de Von Neumann S. Roger
Balian a introduit la distance ds entre I’état D et 1’état
voisin D+dD comme la racine carrée de :

ds? = -d?S =Tr|dD.d log D] (26)

ou le tenseur métrique Riemannien est le hessien de
—S(D) comme fonction d’un ensemble de coordonnées
indépendantes de D. Il est alors possible d’introduire le
logarithme d’une fonction caractéristique quantique :
F(X)=logTrexp X (27)
L’Entropie de Von Neumann apparait alors comme la
transformée de Legendre de ce terme :
S(B)=F(X)-(D, X) (28)
avec s(D)=-TrDlogD = —<I5, log If)> (29)
ol X et D sont les variables conjuguées de la
transformée de Legendre, et faisant apparaitre la dualité
algébrique/géométrique entre D et InD.



F(X) caractérise les états d’équilibre thermodynamique
canoniques avec X = gH etou H est I’Hamiltonien.

dF =TrDdX avec la densité j__&9P XA (30)
Trexp X
dF sont les dérivés partielles de F(X) par rapport aux
coordonnées de X. D est hermitien, normalisé et
positif et peut étre interprété comme une matrice
densité. La transformée de Legendre apparait avec:
S(D)=-TrDlogD = —Tr(lﬁ(X —logTrexp X ))
=-TrDX +Tr(f))logTrexp X

Tr(B)=1=5(B) = F(X)- (B, X)

Roger Balian a définit la métrique hessienne duale a
partir de F, ds? =d?F dans I’espace conjugué X :
ds? = —dS? =TrdDdX =d*F (32)
La normalisation de D implique TrdD =0 et Trd?D =0.

(31)

4 Capacité Géométrique de Souriau

Souriau a défini ’ensemble canonique de Gibbs sur
une variété symplectique M, pour assurer la covariance
sous I’action d’un groupe de Lie. Comme les variétés
symplectiques possédent une mesure complétement
continue, la mesure de Liouville, invariante par les
difféomorphismes, tous les états statistiques sont le
produit de la mesure de Liouville par la fonction
scalaire donnée par la fonction de répartition généralisee
e®-PVE) définie par I’énergie U (définie dans le dual
de l’algebre de Lie du groupe dynamique considéré) et
la température (de Planck) « géométrique » 3, ou @ est
une constante de normalisation telle qq? LIJa masse de
probabilité soit égale a 1, () =—log [e""*©da

M

Jean-Marie Souriau généralise les états d’équilibre de
Gibbs pour toutes les variétés symplectiques qui ont un
groupe dynamique. L’ensemble de Gibbs est le sous-
ensemble (dans 1’algébre de Lie) propre ouvert le plus
large pour que l’intégrale précédente converge. La
dérivée de @, Q :aE(Ia chaleur thermodynanique) est
op
égale a la valeur moyenne de 1’énergie U . L’opposée de
la dérivée de cette chaleur généralisée Q, K = _RQ st
op
symétrique et définie positive, analogue & une capacité
thermique « géométrique », qui est 1’équivalent de la
métrique de Fisher. Comme précédemment, 1’Entropie
s est donnée par la transformée de Legendre de @,
s=(B,Q)—-®. Si le groupe qui agit correspond a la

translation en temps, on retrouve la thermodynamique
classique, mais Souriau a remarqué que la
thermodynamique classique n’est pas covariante par les
groupes de la physique (groupe de Galilée et de
Poincaré). Cette rupture de symétrie fournit de
nouvelles équations découvertes par Souriau [8-12].

Pour chaque température s, Souriau a introduit un

tenseur éﬂ, égale a la somme du cocycle ® du cobord
(de la chaleur, via [.,.] crochets de Lie):

éﬁ(zl’ Z,)= é(zl! Zz)+<Q'adz1 (Z,) >

avec ad, (Z,)=[2,,Z,]

Ce tenseur @ , Posséde les propriétés suivantes:

. é(x,Y)=<®(x),Y> ol ® est un 1-cocycle de
I’algébre de Lie g avec des valeurs dans g*, avec
O(X)=T.,0(X(e)) ou o le 1-cocycle du groupe de
Lie G. ©(X,Y) est constant sur M et I’application
O(X,Y):axg—>R est une forme bilinéaire anti-
symétrique, et est appelé Cocycle Symplectic de
I’algebre de Lie g associée a ’application moment
J, avec les propriétés:
é(X Y)= ‘][x,v] _{‘]x Jy }
avec {.,.} crochet de Poisson, J I'application moment
o(x,Y}2)+oe(Y,z] xX)+6(z,Xx]Y)=0 (35)
ouJ, application linéaire de g vers une fonction

(33)

(34)

différentielle sur M : 8> C (M.R) ot 1 application

X —=Jy
différentielle associée J, appelée application
moment:
J:M —>ga” with x— J(X) (36)

telque J, (x)=(J(x),X), X eqg
Si a la place de J, on prend I’application moment:
JX)=J(X)+Q , xeM (37)
ou Qeg est constant, le cocycle symplectique @
est remplacé par @'(g)=60(g)+Q-Ad,Q oU
0—6=Q—-Ad,Q le 1-cobord de Ga valeurs dans
o . Nous avons également la propriété suivante:
9(9192) = Ad;e(gz) + 6’(91) and 0(e)=0 (38)
* BekKer®,, telque ,(5,8)=0 , Vieg (39)
e Le tenseur symétrique associé 9y défini sur toutes
les valeurs de ad ,(.) =[,.] est défini positif:

g/f([ﬂ' 21]1 [ﬂ Zz]): (:jﬂ(zl’[ﬂ’ Zz]) (40)

gﬂ([ﬂ’ Zl]’ZZ):éﬂ(ZPZZ) , Vi, eq, VZ, e Im(ad/f(-))

9,(2..2,)20 , vZ,,Z, eIm(ad,()) (41)
ou [I’application linéaire ad, egl(w) est la
représentation adjointe de I’algébre de Lie g définie
par X,Y ea(=T,G) > ad, (Y) =[X,Y], et

ady egl(x’) la représentation co-adjointe de

I’algébre de Lie g, application linéaire qui satisfait,

pour £ eg’et X,Y eg:(ady (£),Y) =(&-ad, (¥))
Ces équations sont universelles car elles ne dépendent
pas de la variété symplectique mais uniquement du
groupe dynamique G, du cocycle symplectique @, de la
température géométrique g et de la chaleur

géométrique Q. Souriau a appelé ce modéle, la

« thermodynamique des groupes de Lie » [14,15, 16].
Nous donnons alors le théoreme principal de Souriau.



Théoreme fondamental de la thermodynamique:

Soit Q, le plus large sous-ensemble propre ouvert de g,
. . -pU©) -pU(E)
algebre de Lie de G, tel que [e7"¥d2 gt [&e”V@da

M M

sont des intégrales convergentes, cet ensemble Q est
convexe et est invariant pour toute transformation
Ad (), 0l g Ad,() est la représentation adjointe de
G, tel que Ad, =T,i, iy th>ghg™. Soit
a:Gxa —g une action affine unique a telle que la
partie linéaire est la représentation coadjointe de G,
qui associe a chaquegeG [’isomorphisme linéaire
Ad; eGL(@@"), satisfaisant pour chaque ¢eg'et

X eg:<Ad;(§),x>=<§, Adg,l(X)>- Alors, les équations
fondamentales sont données par :

avec

B—Ad,(B) (42)
d>0-0(gt)p (43)
S5 (44)
Q—a(g,Q) = Ad;(Q)+6(g) (45)

C.M. Marle a montré qu’il n’existe qu’un 1-cocycle
0:G—>E du groupe de Lie G tel que
O(X)=T.0(X(e)), avec @ le 1-cocycle de I’algebre de
Lie associée. De plus, ® posséde une différentielle
extérieure d® qui s’annule, indiquant que @ est un 2-
cocycle. Il est alors possible de faire apparaitre une
métrique Riemannienne qui est une généralisation de la
métrique de Fisher. Ainsi, si nous différentions
I’équation de Souriau Q(Ad,(B))= Ad;(Q)+6(g). la
relation suivante apparait:

ZE(— [2,.81)=0(z,.[8.)+(Q.Ad,, (8.D)=6,(z.[5.)
_gg([zp plZ,)= (:)(Zl,[ﬂ,zz])+<Q, Ad,, (8.2,))= 6,(2.[8.2,)

:»-jg:gm z)[8.2,) (47)

On observe alors que la métrique de Fisher |(z) __R

op
est exactement équivalente a la métrique de Souriau
définie via le cocycle symplectique:

I(ﬂ)zéﬁ(zl’[ﬂ’ZZDZ gﬂ([ﬂ' Zl]’ [ﬂv Zz]) (48)

Cette métrique de Souriau-Fisher a été considérée par
Souriau comme une généralisation de la “capacité
thermique . Souriau 1’appelle K et la nomme “capacité
géométrique”. En effet, on peut lier cette capacité a la
capacité calorifique classique de la thermodynamique:

-1

p=-L.K :_aQ:_aQ(a(“kT) R (49)
kT op  oT\ ot oT

On peut observer que Q est lié a une moyenne de U, et

K est lié a une variance de U:

(46)

|<ﬁ>=—f;(/§=var<U)= Ju (é)z.pﬂ@)dw—( ] U(g“).pﬂ@)dco]

Dans les équations fondamentales, on observe que
I’Entropie s est inchangée, et @® est modifié mais

linéairement par rapport a g, avec la conséquence que
la métrique de Souriau-Fisher est invariante:

s|Q(Ad, (8))|=s(Q(B))

1(Ad, (B))= (o _azgg b)_ gﬂqz)

(50)

=1(B) (51)
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