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Résumé – Maurice Fréchet a introduit en 1939, la borne inférieure de la variance de tout estimateur statistique, 

donnée par l’inverse de la matrice de Fisher, cette dernière définissant la métrique de la « Géométrie de 

l’Information ». Le mathématicien Jean-Louis Koszul a montré que cette métrique pouvait être définie de façon plus 

générale comme le hessien de l’Entropie (transformée de Legendre du logarithme de la fonction caractéristique). De 

façon analogue, le physicien Roger Balian a élaboré une métrique de Fisher quantique comme le hessien de 

l’Entropie de von Neumann. Enfin, le physicien Jean-Marie Souriau a donné une nouvelle version covariante de 

cette métrique de Fisher pour les groupes dynamiques, où elle apparaît comme une capacité thermique géométrique 

via le cocycle symplectique lié au groupe et une température géométrique. 

Abstract - Maurice Fréchet introduced in 1939, the lower bound of any statistical estimator variance, given by the 

inverse of the Fisher matrix, the latter defining the “Information Geometry" metric. The mathematician Jean-Louis 

Koszul showed that this metric could be defined in a more general way as the hessian of the Entropy (Legendre 

transform of the characteristic function logarithm). In a similar way, the physicist Roger Balian developed a 

quantum Fisher metric as the hessian of the von Neumann Entropy. Finally, the physicist, Jean-Marie Souriau gave a 

new covariant version of this Fisher metric for the dynamic groups, where it appears as a geometrical heat capacity, 

via the symplectic cocycle linked to the group and a geometrical temperature. 

 

1 Préambule 

Nous allons exposer la définition de Koszul de la 

métrique de Fisher comme une métrique hessienne. 

Cette définition sera étendue dans le domaine quantique 

selon la définition de Balian. Nous conclurons avec une 

définition générale donnée par Souriau dans un cadre 

élargi faisant intervenir la géométrie symplectique. 

2 Métrique hessienne de Fisher-Koszul 

Jean-Louis Koszul [1,2,3,4] a introduit une métrique 

hessienne affinement invariante sur un cône convexe 

saillant   dans un espace vectoriel E , via la fonction 

caractéristique  .          

Définition de la fonction caractéristique de Koszul:  

Soit d  la mesure de Lebesque sur *E , l’intégrale 

suivante:   
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avec *  le cône dual, est une fonction analytique sur  , 

avec   ,0)(x , appelée fonction caractéristique du 

cône  . 

Cette fonction possède les propriétés suivantes: 

 Si   Autg  alors   )(det
1

xggx 
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  est logarithmiquement strictement convexe 

(  )(log)( xx     est strictement convexe) 

Koszul a alors introduit une 1-forme et une 2-forme: 

1-forme de Koszul : La 1-forme différentielle 

   /log ddd                        (3) 

est invariante par tous les automorphismes   AutG  

de  . Si x  et Eu  alors:  
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et une 2-forme: 

2-forme de Koszul : La 2-forme différentielle 

symétrique 
  log2dD                                        (5) 

est une forme bilinéaire symétrique définie positive 

sur E , invariante par   AutG . 0D   

On peut alors introduire la métrique de Koszul suivante: 

Métrique de Koszul: D  définit une structure 

Riemannienne invariante par  Aut , de métrique 

Riemannienne 
 log2dg                                           (7) 
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La positivité est donnée par l’inégalité de Schwarz, et 
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Un difféomorphisme définit les coordonnées duales:  

)(log* xdx x                                                   (9) 
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En posant )(log)( xx   , Gromov a remarqué que 

l’application     


 dxxHessM .)(det  obéit à 

l’inégalité de Brunn-Minkowsky : 
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Si on calcule la transformée de Legendre de )(x

 

: 

)(,)( *** xxxx   avec  xDx*  et *
*

x
Dx         (12) 

qui s’écrit sous la forme d’une équation de Clairaut :  

    )(),()( *1**1** xDxxDx xx
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En utilisant, 
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 , on obtient l’entropie de Shannon:   
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Si on note 





*Ω

ξ,xξ,x

x dξeep /)(  comme une densité de 

probabilité, ()*  a la forme d’une Entropie de 

Shannon : 

 dpp xx
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On remarque que 
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et Φ(x)x,ξdξex,ξp
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Ce qui nous permet d’écrire la relation: 
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Cette dernière relation peut s’écrire: 

     ***   ,  )(   EE                                          (19) 

qui montre que le barycentre de l’Entropie est égale à 

l’Entropie du barycentre, obtenue pour  xDx* . Cette 

densité est la densité à Maximum d’Entropie: 
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En posant 
dx

xd
x
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  et son inverse )(1 x , la 

densité est donnée par:
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Si nous nous ramenons à la définition classique de la 

métrique de Fisher )(xI , le modèle de Koszul la fait 

apparaître comme une métrique hessienne : 
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En 1977, Crouzeix obtenu également la relation:    
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Si on cherche le produit scalaire qu’il faut choisir dans 

ce modèle de Koszul, il apparait que le produit scalaire 

de Cartan défini à partir de la forme de Killing (.,.)B  est 

invariant par les automorphismes du cône convexe :  

   
   yxByxBAut

adadTryxBxBx yx

,)(),(  )(   Cartan, de involution :

),(   avec   )(,,







                   

3 Métrique de Fisher quantique de Balian 

   Roger Balian [5,6,7] a étendu cette approche dans le 

cadre de la physique quantique en considérant le hessien 

de l’Entropie de Von Neumann. En définissant 2 

quantités scalaires ayant un sens physique : 

  ODTr ˆ ˆ  valeurs moyennes à travers les deux espaces 

duaux des observables et des états 

  )ˆlog(ˆ DDTrS   Entropy dans l’espace des états  

   L’Entropie S peut être écrite comme un produit 

scalaire )ˆlog(,ˆ DDS   où )ˆlog( D  est un élément de 

l’espace des observables, permettant une structure 

géométrique physique dans ces espaces. La 

différentielle seconde Sd 2  est une forme quadratique 

non négative des coordonnées de D̂  qui est induit par la 

concavité de l’Entropie de Von Neumann S. Roger 

Balian a introduit la distance ds   entre l’état D̂  et l’état 

voisin DdD ˆˆ    comme la racine carrée de : 

 DdDdTrSdds ˆlog.ˆ22                                            (26)  (6) 

où le tenseur métrique Riemannien est le hessien de 

)ˆ(DS  comme fonction d’un ensemble de coordonnées 

indépendantes de D̂ . Il est alors possible d’introduire le 

logarithme d’une fonction caractéristique quantique : 

XTrXF ˆexplog)ˆ(                                                       (27) 

L’Entropie de Von Neumann apparaît alors comme la 

transformée de Legendre de ce terme : 

XDXFDS ˆ,ˆ)ˆ()ˆ(                                                    (28) 

avec  DDDDTrDS ˆlog,ˆˆlogˆ)ˆ(                            (29) 

où X̂  et D̂  sont les variables conjuguées de la 

transformée de Legendre, et faisant apparaître la dualité 

algébrique/géométrique entre D̂  et D̂ln . 



)ˆ(XF  caractérise les états d’équilibre thermodynamique 

canoniques avec HX ˆ.ˆ   et où Ĥ  est l’Hamiltonien.  

XdDTrdF ˆˆ  avec la densité  
XTr

X
D

ˆexp

ˆexpˆ                   (30) 

dF  sont les dérivés partielles de )ˆ(XF  par rapport aux 

coordonnées de X̂ . D̂  est hermitien, normalisé et  

positif et peut être interprété comme une matrice 

densité.  La transformée de Legendre apparaît avec: 
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   Roger Balian a définit la métrique hessienne duale à 

partir de F, Fdds 22   dans l’espace conjugué X̂ : 

FdXdDTrddSds 222 ˆˆ                        (32) 

La normalisation de D̂  implique 0ˆ DTrd  et 0ˆ2 DTrd . 

4 Capacité Géométrique de Souriau 

   Souriau a défini l’ensemble canonique de Gibbs sur 

une variété symplectique M, pour assurer la covariance 

sous l’action d’un groupe de Lie. Comme les variétés 

symplectiques possèdent une mesure complètement 

continue, la mesure de Liouville, invariante par les 

difféomorphismes, tous les états statistiques sont le 

produit de la mesure de Liouville par la fonction 

scalaire donnée par la fonction de répartition généralisée  
)(,)(  U

e
  définie par l’énergie U  (définie dans le dual 

de l’algèbre de Lie du groupe dynamique considéré) et 

la température (de Planck) « géométrique »  , où   est 

une constante de normalisation telle que la masse de 

probabilité soit égale à 1, 
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U
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Jean-Marie Souriau généralise les états d’équilibre de 

Gibbs pour toutes les variétés symplectiques qui ont un 

groupe dynamique. L’ensemble de Gibbs est le sous-

ensemble (dans l’algèbre de Lie) propre ouvert le plus 

large pour que l’intégrale précédente converge. La 

dérivée de  , 



Q (la chaleur thermodynanique) est 

égale à la valeur moyenne de l’énergie U . L’opposée de 

la dérivée de cette chaleur généralisée Q ,  





Q
K  est 

symétrique et définie positive, analogue à une capacité 

thermique « géométrique », qui est l’équivalent de la 

métrique de Fisher. Comme précédemment, l’Entropie 

s  est donnée par la transformée de Legendre de  , 

 Qs , . Si le groupe qui agit correspond à la 

translation en temps, on retrouve la thermodynamique 

classique, mais Souriau a remarqué que la 

thermodynamique classique n’est pas covariante par les 

groupes de la physique (groupe de Galilée et de 

Poincaré). Cette rupture de symétrie fournit de 

nouvelles équations découvertes par Souriau [8-12]. 

Pour chaque température , Souriau a introduit un 

tenseur 


~
, égale à la somme du cocycle 

~
 du cobord 

(de la chaleur, via  [.,.] crochets de Lie): 
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Ce tenseur 


~
 possède les propriétés suivantes: 

 YXYX ),(),(
~

  où   est un 1-cocycle de 

l’algèbre de Lie g  avec des valeurs dans *
g , avec 

 )()( eXTX e  où   le 1-cocycle du groupe de 

Lie G.  YX ,
~
  est constant sur M et l’application 

   gg:,
~

YX  est une forme bilinéaire anti-

symétrique, et est appelé Cocycle Symplectic de 

l’algèbre de Lie g  associée à l’application moment 

J , avec les propriétés: 

   

  momentn applicatiol' Poisson, decrochet  .,. avec

 ,),(
~

,

J

JJJYX YXYX  (34) 

      0),,(
~

),,(
~

),,(
~

 YXZXZYZYX           (35) 

où
XJ  application linéaire de g  vers une fonction 

différentielle sur M : 

XJX

RMC



  ),(g  et l’application 

différentielle associée J , appelée application 

moment:  

g

g
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)(  with  : 
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Si à la place de J , on prend l’application moment: 

MxQxJxJ    ,  )()('                                       (37)       

où *
gQ est constant, le cocycle symplectique   

est remplacé par QAdQgg g

*)()('   où 

QAdQ g

*'   le 1-cobord de G à valeurs dans 

*
g . Nous avons également la propriété suivante: 

)()()( 12
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 Le tenseur symétrique associé 
g , défini sur toutes 

les valeurs de  ,.(.)  ad  est défini positif: 
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où l’application linéaire g)(gladX   est la 

représentation adjointe de l’algèbre de Lie g  définie 

par  YXYadGTYX Xe ,)(),  g( , et 

)(* *
ggladX   la représentation co-adjointe de 

l’algèbre de Lie g , application linéaire qui satisfait, 

pour *
g et gYX , : )(,),(* YadYad XX    

Ces équations sont universelles car elles ne dépendent 

pas de la variété symplectique mais uniquement du 

groupe dynamique G, du cocycle symplectique  , de la 

température géométrique   et de la chaleur 

géométrique Q . Souriau a appelé ce modèle, la 

« thermodynamique des groupes de Lie » [14,15, 16]. 

Nous donnons alors le théorème principal de Souriau.    

 

 



Théorème fondamental de la thermodynamique:  

Soit  , le plus large sous-ensemble propre ouvert de g , 

algèbre de Lie de G, tel que 


M

U de  )(.

 et  


M

U de   )(..  

sont des intégrales convergentes, cet ensemble   est 

convexe et est invariant pour toute transformation 

(.)gAd , où (.)gAdg   est la représentation adjointe de 

G, tel que 
geg iTAd   avec 1: ghghig  . Soit 

**
gg Ga :  une action affine unique a  telle que la 

partie linéaire est la représentation coadjointe de G , 

qui associe à chaque Gg  l’isomorphisme linéaire 

)(* *
gGLAdg  , satisfaisant pour chaque *

g et 

gX : )(,),( 1

* XAdXAd
gg   . Alors, les équations 

fondamentales sont données par : 

)( gAd                                                                (42) 

  1 g                                                         (43) 

ss                                                                             (44) 

 gQAdQgaQ g  )(),( *                                       (45) 

C.M. Marle a montré qu’il n’existe qu’un 1-cocycle 

EG :  du groupe de Lie G  tel que 

 )()( eXTX e , avec   le 1-cocycle de l’algèbre de 

Lie associée. De plus, 
~

 possède une différentielle 

extérieure 
~

d  qui s’annule, indiquant que 
~

 est un 2-

cocycle. Il est alors possible de faire apparaître une 

métrique Riemannienne qui est une généralisation de la 

métrique de Fisher. Ainsi, si nous différentions 

l’équation de Souriau    gQAdAdQ gg   )()( * , la 

relation suivante apparaît: 
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On observe alors que la métrique de Fisher 
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est exactement équivalente à la métrique de Souriau 

définie via le cocycle symplectique: 
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Cette métrique de Souriau-Fisher a été considérée par 

Souriau comme une généralisation de la “capacité 

thermique”. Souriau l’appelle K  et la nomme “capacité 

géométrique”. En effet, on peut lier cette capacité à la 

capacité calorifique classique de la thermodynamique: 
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On peut observer que Q est lié à une moyenne de U, et 

K est lié à une variance de  U: 
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Dans les équations fondamentales, on observe que 

l’Entropie s  est inchangée, et   est modifié mais 

linéairement par rapport à  ,  avec la conséquence que 

la métrique de Souriau-Fisher est invariante: 

   ))(()(  QsAdQs g                                                 (50) 
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