Détection quantique optimale sur un qubit bruité
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Résumé —Nous commengons par rappeler la théorie de la détectiantijue, en I'exposant en parallélisme avec la théagitadiétection
classique qui est usuelle en traitement du signal. Cegtarigaquantique établit comment discriminer optimaleneerre deux états accessibles a
un systeme quantique, ceci en représentant de fac@migéa chacun des deux états quantiques par un opédatesité. Une originalité ici, issue
d’une vision commune en traitement du signal, est de censidjue les deux opérateurs densité a discriminer ssréttéts quantiques bruités. lls
sont réalisés par deux opérateurs densité initiausaput ensuite affectés par un bruit quantique, avant derdeaccessibles pour la détection.
On peut donc aborder une optimisation plus poussée detdatain quantique, ou en présence d'un bruit quantiqéeifp, on recherche la
paire d’'états initiaux maximisant la performance de diée a partir de mesures bruitées. Nous accomplisser®iie optimisation pour un
qubit bruité. Ceci nous permet donc aussi de précisez netion de qubit bruité, en s’appuyant sur une présemtak I'approche générale pour
décrire le bruit quantique affectant un systéme quastigtis’apparentant notamment a la décohérence.

Abstract — First we briefly review the theory of quantum detection, thylo a presentation paralleling the theory of classicalddiete which
is common in signal processing. This quantum theory estiaddi how to optimally discriminate between two states addesto a quantum
system, this by generically representing each of the twestay a density operator. An originality here, stemmingrfra standard vision
in signal processing, is to consider that the two densityratpes to discriminate are noisy quantum states. They alezeel by two initial
density operators, which are then affected by a quanturrenbisfore they become accessible for detection. It is thgsiple to address a
further optimization of quantum detection, where in thespreee of a specified quantum noise, one seeks the pair af stdtes maximizing the
detection performance from noisy measurements. We achmeethis optimization for a noisy qubit. This allows us ais@pecify the notion
of noisy qubit, based on a presentation of the general apprtwadescribe a quantum noise affecting a quantum systéatedeespecially to
decoherence.

1 Introduction la détection classique, on considere un jeu de doniées

Les domaines récents de linformation quantique et dutalc (1,2, ...zn)" formé deN valeurs scalaires issues d'une
guantique présentent de larges potentialités pour iepges Mesure généralement bruitée. Le jeu de données mesaré
et technologies de l'information [1, 2]. On arrive a ce mive €t€ produit sous I'une ou l'autre de deux hypothesese®ty
guantique lorsque I'on pousse les dispositifs physiques ve €t Hi, ceci avec les probabilites a pridfy et Py = 1 — Fp. A
leurs limites, par la miniaturisation et autres avanceef-t Partird’'une mesuré réalisée, il s'agit de décider (détecter) ef-
nologiques_ On y Vient aussi pour tirer parti de ph'enoméneficacement, voire Optimalement, si cette memté produite
et ressources spécifiquement quantiques, inexistantéasn ¢ SOUs H ou bien sous kil En général, il est possible d'etablir
sique, et qui recélent des possibilites radicalemenveites | probabilitep(z|H;) qu'une mesurer ait &té produite sous
pour le traitement de l'information [1, 2]. Le traitementsiu ~ 'hypothese H, pourj = 0, 1. Une facon signifiante d'évaluer
gnaL qu| s’interesse a la fois aux d|SpOS|t|fS physiqpesr la performance considere la probablllté d’erreur de=dison
I'observation et la mesure, ainsi qu'aux traitements ehtec Fer (bien que d'autres indices de performance puissent aussi
nologies de I'information associés, est naturellementeoné €tre considérés). Il est alors possible d’etablir latsgie de
par ces évolutions vers le quantique. Dans cette perspecti détection optimale qui minimisg.,. Cette stratégie évalue une
nous abordons ici une probléematique de référence eterai fonction scalaire de la mesui une statistique de tesf,(),
ment du signal, la détection sur des signaux bruités, gui edéfinie comme
etendue dans un cadre quantique. La détection ou dis@imi T(%) = Pyp(Z|H,) — Pop(Z|[Hy) , (1)
tion d’états quantiques, ainsi que la prise en compte dit bru
guantique comme les effets de la décohérence, constitigsn
problématiques fondamentales pour l'information queundi
et qui se trouvent toujours en cours d’investigation pous un
meilleure maitrise [1, 2]. Nous adoptons ici une orieotatisi-
gnal”, a la fois pour une présentation de la détectiorudtrit
en qugntigue, ginsi que pour un angle de vue original sur la pmin — 1 1/ \T(f)\da?. )
détection a partir d’'un systeme quantique bruité. RN

et siT(Z) est trouvée> 0 alors le détecteur optimal décide
I'hypotheése H, dans le cas contraird’(#) < 0) il décide
Hy. Ce faisant, le détecteur optimal atteint le minimum de la
probabilité d’erreur exprimable [4] par I'intégrale niple sur
I'espace de mesui@?”,
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Usuellement en détection classique, la statistique deetts
, . . . plutdt choisie comme le rapport de vraisemblanc&(z) =
2 Detection quantique Optlmale p(Z|Hy)/p(#|Ho) qui est comparé au seuil de décisiBgy P,
Nous exposons ici la théorie de la détection quantique epour détecter optimalement d’une fagon équivalentatfifois,
la reféerant, en parallélisme, a la théorie de la détecclas-  c'est la forme dedgs. (1) puis (2) qui se retrouve mieux en
sique qui est usuelle en traitement du signal [3]. En tleédel  détection quantique.



En détection quantique [5], la mesure opére sur un systensomme de Eq. (10) est donc constitué en sommant tous les
quantique existant dans un espace de HilB&gt de dimen-  projecteurs),,) (A, | associés a toutes les valeurs propres-
sion N surC. Ce systeme quantique peut se trouver dans I'ufd, c’est-a-dire
ou l'autre de deux états quantiques, représentés errgjgrar Mopt Z ) ] (11)
deux opérateurs densjig et p;, qui sont deux opérateurs linéai- ’
res (matricesV x N) hermitiques positifs de trace unité sur
7. De par sa préparation, le systéme quantique peut donc eur ainsi atteindre pousr(TM;) dans IEq. (10) le maxi-
trouver dans I'étap, avec la probabilité a priorP, ou bien ~ Mumy_, >0 Ane L'opérateur de mesure optimsl;™" qui per-
dans I'etatp; avec la probabilité a prior’, = 1 — P,. On  Mmet de minimiser la probabilité d’erreur de détecti@n, est
envisage de faire une mesure sur le systeme quantique afin @@nc déterminé pariq. (11) comme le projecteur sur le sous-
décider s'il a été préparé dans I'étgtou p; . On souhaite donc  €space propre de l'opérateur de té&sengendré par les états
une mesure & deux résultats possibles, qui peut en quantigPfOPresA,) associés aux valeurs propres > 0. L'opérateur
étre constituée par un ensemble de deux projecteurs sur decomplémentairdl;”* = Iy —M7™ requis pour définir une me-
sous-espaces orthogonauxie , ou bien plus généralement, Sure quantique valide, est donc le projecteur sur le sopaees
comme on le considere ici, par un ensemble de deux opésatelpropre orthogonal (celui associé aux valeurs propres< 0).
positifs{ M, M } réalisant une decomposition de I'identite danSette caractérisation du détecteur quantique optiritaéfpen-

H o, cest-a-dire véerifianM, + M; = Iy. Le résultat de la dant au détecteur classique opérant d|chotom|quemenasu
mesure présente un caractere probabiliste inhéremtiatsre  Statistique de test(z) comme décrit juste aprest. (1).

quantique. La détection optimale consiste & trouver lsxd ~ Puisquetr(T) = P, — Py = Y20, \,, le détecteur quan-
opérateurs de mesufal,, M, } minimisant la probabilite d’er-  tique optimal{M*, M{P*} atteint le minimum de la probabi-

An>0

reur de détectiod®,,. lité d’erreurP,, exprimable comme

Lorsque le systeme quantique se trouve dans lgtat = 0
ou 1, la probabilité d’obtenir le résultat de mesure correspo prin <1 _ Z An |> S tr(|T|) (12)
dant a I'opérateur de mesuké,, £k = 0 ou 1, est donnée par la el

theorie quantique [1] comme la trace d'opérateur qui fait le pendant avec la performance classique 6q.1{2).

Pr{Mg|p;} = tr(p;Ms) , j=0,1, k=0,1. (3) La théorie de la détection quantique exposée ici estwenn
depuis en particulier la monographie [5], tout en recevant e
La probabilite d’erreur de détection, qui est définieosela  ¢ore des développements [6, 7, 8]. Elle représente denfac
forme usuelleP., = Pr{Mi|po}Fy + Pr{Mo|p1}P1, vérifie  generique les états quantiques par des opérateuriéjesans
donc, de par la linéarité de la trace, préciser davantage leur constitution. Un point de vue démp
P = tr(poMi1)Py + tr(p1Mo) P (4) mentgire q“ug nomis allons adoptgr ici, et qui esf commu_n,dans
une vision “signal”, est de considérer que les opérateemnsité
= trlpoM1 P + p1(In — M1) P} (3)  a discriminer en détection sont constitués par deuxaipérs
= P —tr[(Pip1 — Popo)Mi], (6)  densité initiaux contrdlésignaling states), qui sont ensuite af-
fectés par un bruit quantique, avant de devenir accessiloler
la détection. Les deux états quantiques pour effectudistai-
mination seront donc des états bruités, toujours reptables
T = Pip1 — Pypo » (7)  par deux opérateurs densité, mais au sujet desquels poseis
] . o d’'une caractérisation ou interviennent d’'une part fedsgini-
qui constitue le pendant de la statistique de test scalaii®  (ja,x non bruités et d’autre part le bruit quantique. Orskmc
de I'Eq. (1) en classique. La probabilite d'erreur d&d: (6)  en position d’aborder une optimisation complémentairdade
s'écrit alors détection quantique, en présence d’un bruit quantigéeifp,
Per:Pl—tr(TMl). (8) . P . . )z L
visant a établir la paire d’états initiaux maximisantlerfor-
Nous cherchons donc I'opérateur poshf, avecO < M; <  mance de la détection effectuée a partir de mesuresbauit
Iy, qui minimise P., de I'Eq. (8), ce qui revient a trouver  Cette approche requiert notamment de se référer a une ca-
M; qui maximisetr(TM;) dans IEq. (8). On introduit alors ractérisation explicite du bruit quantique. Nous allanglener
la décomposition spectrale (la forme diagonale) de Ifafur  a bien ici sur un systéme quantique qui est un qubit, pajrde
hermitique de test les modeles pertinents de bruit quantique peuvent &ir&sr
analytiguement de facon explicite.

puisqueMy = Iy — M; ettr(p;) = 1 pourj = 0,1. On
introduit alors en quantique I'opérateur (hermitique ekt

T = Z An [An) (Ol 9)
3 Deétection sur un qubit bruité
sur la base orthonormée de Sé$tats propre$|\,)} associés  Nous considérons le qubit, un systéme quantique de dimen-
aux N valeurs propreg\, }. Il vient alors sion N = 2 existant dan${,, représentant par exemple les
N deux états de polarisation d’'un photon ou de spin d'untélac
r(TM;) = Z Ap tr(An) Op| My) = Z A ([ M1 [ M) - Pour le qubit, les deux étatsy, p;1 ) introduits dans la Section 2
peuvent de facon générale étre paramétrés en mqgedon de
(10)  Bloch comme [1]
Dans IEq. (10), chaque scalaif@.,|M;|\,) est un réel entre 1
0 and1, carM; est un opérateur positif vérifiaot < M; < pj = 2 (12 + 7 5), j=0,1, (13)
Iy. Pour toutn, le maximum del est atteint pat,, My |\, )
quandM; est le projecteuf\,,) (\,| sur le sous-espace propre avec les deux vecteurs de BloghdeR? de norme euclidienne
engendré paf),). Lopérateur de mesurkl; maximisant la  ||7;|] < 1, et& un vecteur assemblant les trois matriees 2

n=1 n=1



de Paulijo;, 0y, 0.] = 7. Pour un état pujtr;|| = 1 alors que
I7;]] < 1 pour un état mélangé. L'opérateur de test éel'(7)
est alors en représentation de Bloch

1
T:§ (P — P+ 74|, (14)
caractérisé par le vecteur de Bloch test
T =P — Pyrp = [vaTyaTz]T (15)
Les deux valeurs propres fesont\y = (Py — Py £ ||7]])/2,

et les deux projecteurs sur les deux états proprg$ ortho-
gonaux dang{, sont|Ay) (A\+| = (I. £ 7&/||7])/2, ce qui
caractérise complétement le détecteur quantique aptie la
Section 2. Notamment sa performance dil’ (12) est

1
s (1= 171),
P™n —  min(Py, Py), (17)

La spécificité ici est que nous considérons un bruit ggaet
qui va affecter le qubit préalablement a sa détectiorung’
facon générale, un bruit quantique qui agit sur un systgquan-

Py = si |7 =[P = Pol, (16)

si HF||<|P1—P0|

4 Optimisation avec un bruit thermique

Nous considérons que le qubit est affecté par un bruit ther
mique aussi connu dans la littérature commgeteeralized am-
plitude damping noise [1], et caractérisé par

v1i—7v 0 0
A= 0 V1—7 0 , (22)
0 0 1—7

eté=[0,0,(2p — 1)7]". Ce modele de bruit quantique décrit
I'interaction du qubit avec un bain thermique a une terapée

T. Le parametrey € [0, 1] est un facteur d’'amortissement qui
souvent peut s’exprimer [1] en fonction du tempd'interac-
tion du qubit avec le bain thermique comme= 1 — ¢~ */T1,

ou Ty est une constante de temps pour l'interaction (comme
le temps de relaxatiofi; d'un spin en résonance magnétique).
Aux longs temps d'interaction— oo, il vienty — 1 et I'état
quantiqueN (p) du qubit bruité relaxe vers I'état d’équilibre
poo = p|0) (0] + (1 — p) [1) (1]. Dans cet état mélangsé,, le
gubit présente une probabilipéd’étre mesuré dans I'état quan-
tigue |0), et une probabilitd — p d'étre mesuré dans I'état

tique transforme son état quantiquéun opérateur densité sur quantique|1). On peut introduire les énergids, et £y >
) en un état quantique bruit# (un autre opérateur densite Eo pour respectivement les étdty et |1). Les probabilites
sur?Ly) selon une opération quantique linéaire et présergant [ I'équilibre sont gouvernées par la distribution detBolann,

trace, qui peut s’écrire [1, 2]

p—p =N(p) =

Z AgpA} . (18)

p = exp[—Eo/(kpT)]/Z et1l — p = exp[—E1/(kpT)]/Z

avecZ = exp|—FEy/(kgT)] +exp|—E1/(ksT)]. Dans le mo-
dele de bruit thermique, la probabiliteest ainsi fixée par la
températurd’ du bain thermiqueA 7' = 0 on ap = 1 et le qu-

LesA, dans IEq. (18) sont des operateurs linaires (opérateutsit relaxe vers I'état pur fondamenta), alors qu'al” — oo on

de Kraus) suf y, qui venﬁentZe Al Ao =1y, ils spécifient
le bruit quantique en présence, et n'ont pas besoin ditre

ap — 1/2 etle qubit relaxe vers I'état maximalement mélangé

(10) O + (|1) (1])/2 = Tz/2.

de N2 pour décrire en toute généralité un bruit quantique af- L’ Eq (19) en général incorpore une matricgui présente,

fectant un systeme quantique dais. Pour le qubit dan®{s,

comme cela est visible avedk. (22), un caractére contractant

I'action du bruit quantique defq. (18) est équivalente & une pour la norme|7||, et en particulier transforme un état pur a

transformation affine [1] des vecteurs de BlochRig

F— 7 =A7+C, (29)
oU A est une matricd x 3 réelle etz un vecteur d&R?® qui en-
semble caractérisent le bruit quantique affectant letqabisi,
on considere ici que la détection optimale opere, nos plu
les deux états quantiques initiaUx, p1) issus de [Eq. (13),

mais sur leur version bruitge), = N (po),p} = N(p1)], en

présence d'un bruit quantiqué(-) caractérisé. Le vecteur de
Bloch testr de I'EQ. (15) qui contrdle la détection sur le qubit,

devient pour le qubit bruité
77 =A7+¢’ (20)

avecc’ = (P, — Py)¢. La caractérisation d@qs (15)—-(17)du

détecteur optimal reste la méme, sauf qu’elle se baseteaain

nant, non plus suF, mais surr’’ pour le qubit bruité. D’apres
lesEgs. (16)—(17), minimiser I'erreur du détecteur optinzéo
rant sur le qubit bruité, revient a maximiser la norffi€||, ou
equivalemmeni{7’||> donné via IEq. (20) par

172 =7"T7" = |AF|? + 20" 7+ [&)*,  (2D)

avec dan®? le vecteur’ = AT ¢’. Il s’agit donc de déterminer

7] = 1 en un état mélangé &’|| < 1, matérialisant un
caractere aléatoire résultant de I'action du bruit.

La maximisation dé|7’||2 de I'Eq. (21) est alors accomplie
par le vecteur = 7°P* défini par les composantes

., =1P" = (P - Py)(2p—1), ’7' +T =1—-77, (23)
qui atteint le maximum
172 = 1= [1 = (P = R’ @p =12 (29)

utilisable avec le&qs. (16)—(17) pour exprimer la performance
du detecteur optimisé. La paire optimale d’états mma,o"pt,
p1 ') est définie par les deux vecteurs de Blggh= —7 Pt
71 = T°PY), ce qui définit une paire d'états purs orthogonaux
spécifiquement optimisés pour le bruit quantique engrés.
D'apres 'Eq. (23) toute solution validé = 7°Pt se situe
dansR? sur la surface d’un cone d’ax@z et d’angle d’ouver-
ture que I'on notd, I'angle de coélévation de todit= 7 °P* so-
lution dansR3. D'aprés IEq. (23), on a doncos(f) = 7ot =
(P1 — Py)(2p — 1). Ceci montre qu’en général, la paire opti-

male d'états initiauxpP*, p;P*), définie parr °Pt, dépend de

les deux états initiaufpg, p1 ), via leurs deux vecteurs de Bloch la températur@ (via p) de la source de bruit thermique. Cette

(7, 71 ) associés au vecteur testle I'Eq. (15), pour réaliser le
maximum de|7’||2 dans IEq. (21), sous la contraintg® || <

1 car les vecteurs de Blodlf, 71 ) sont au plus de norme unité.
On optimise ainsi la paire d’états initiauxo, p1) pour maxi-
miser la performance du détecteur optimal opérant suultét g
bruité par un bruit quantique caractérisé paet ¢ donnés de-

dépendance est illustrée par la Fig. 1 qui représeneléade
coélévatior de7°Pt de I'Eq. (23), en fonction de la tempera—
ture T, et qui montre la nécessité d’'une paire optlm(ai? ,
pP*) pour chaque température de brit
Pour le détecteur optimisé, la performad¢g®
résultant de Eq. (24) depend elle a la fois de la températlire

— Pmin,opt
— Ter

puis I'Eq. (19). Nous illustrons maintenant la demarche sur uivia p) de la source de bruit thermique, et de l'intensité du cou-

modele de bruit spécifique et d’intérét important paugubit.

plage (viay) du qubit avec le bain thermique. La Fig. 2 présente
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FIGURE 1 — Angle de coélévation optimal de 7°°* de
I'Eq. (23) qui définit la paire optimale d'états initiagx™",

opt
P1

le qubit bruité, en fonction de la température de biuitivec

pour les deux niveaux d’énergie du qubi§ = 0 et £y = kg,

le facteur d’amortissement = 0.5, et la probabilité a priori
Py = 0.2 (noir) et Py = 0.4 (rouge).

la performancePin = pmin.opt dy détecteur optimisé (traits
pleins), et la compare a la performanBg™® (moins bonne)

d’un détecteur non optimisé (traits en tirets) selontagérature
de bruitT".
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FIGURE 2 — Dans les conditions de la Fig. 1. Traits pleins :
la probabilité d’erreurPin = pminopt dy détecteur fonc-
tionnant avec la paire optimale d'états initia@pg"", p**)
adaptée a la températufeTirets : la probabilité d’erreupi»

du détecteur fonctionnant avec la paire fixée d'étatsaink
(po, p1) Optimisée poufl’ = 0 seulement, et qui cesse d’étre
optimale poutl” > 0.

Seulement dans le cas symétrighe = P; a t'on, d'apres
I'Eq. (23), une paire optimisg@)”", p;**) qui est invariante
avec la températur€ de bruit. Cependant, dans ce das =
Py, d'aprés IEq. (24), la performanc@min — pminopt gy
détecteur optimisé, si elle non plus ne dépend plus aarpéra-

ture T du bain, reste toujours dépendante du bruit thermique,

via le facteur d’'amortissementqui caractérise le couplage du
gubit avec le bain thermique. Aux temps> oo, les deux états
bruitésp;, et p) relaxent vers le méme état d’équilibpg, et
deviennent ainsi indistinguables, pour toute tempéegtur

5 Conclusion

Nous avons présenté dans un cadre “signal” la théoria de |
détection quantique exposée en parallélisme ave@larignde
la détection classique. La notion de bruit, centrale atetreent
du signal, a aussi été approchée dans le cadre quan@uue.
a ainsi abordé la question de la détection quantique @btim
sur un qubit bruité. On a montré I'existence d'états digaes
initiaux (pgP*, p3P*) qui doivent étre adaptés aux propriétés du
bruit quantique afin de maximiser la performance en dé&ecti
Une illustration a été développée dans la situationtétét si-
gnificative d’'un bruit quantique thermique, intervenanand
un qubit est couplé & un environnement représenté phaim
thermique a une températufequelconque, comme source de
décohérence (I'altération des états quantiquesesapsr leur
interaction avec I'environnement).

L'approche peutbien siir étre appliquée a d'autregbouian-
tigues sur le qubit, selon les parametfasc) de la Section 3
caractérisant le bruit en représentation de Bloch. Lrappe

) maximisant la performance de la détection quantique suypeut aussi étre étendue a la détection sur des sysiguaes

tiques bruités de dimension supérieure a la dimenaioa 2
du qubit, bien que dans ce cas les modeles de bruit quantique
deviennent plus difficiles a traiter analytiquement. Canpde
vue ou I'on cherche a optimiser différents phénoméoesn-
tiques en fonction des propriétés d’'un bruit quantiquaci-
risé séparément, peut aussi étre adopté en lien aedrds
phénomeénes spécifiquement quantiques. On pourraikpar-e
ple prendre ainsi en compte le bruit dans les corrélatiams n
locales spécifiguement quantiques issues de I'intrinajican-
tique [9, 10] qui aussi présentent de riches potentgptéur le
traitement quantique du signal et de I'information.
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