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Résumé – La localisation de sources par électroencéphalographie (EEG) et magnétoencéphalographie (MEG) permet d’identifier les zones
d’activités cérébrales. Le problème est une régression en grande dimension qui peut être résolue avec des a priori de parcimonie de type Lasso.
A l’aide de certificats d’optimalité vérifiés par les solutions du Lasso il est possible d’écarter au cours de l’optimisation certaines des sources
non pertinentes. Ce faisant on peut accélérer drastiquement les algorithmes. Nous proposons de nouvelles règles de pré-sélection qui reposent
sur le saut de dualité. Elles s’appuient sur la création de régions dites de sécurité, dont le diamètre tend vers zéro, sous l’hypothèse que l’on
dispose d’un algorithme convergent. Cette propriété permet à la fois de dépister plus de sources non pertinentes, et de considérer de plus grandes
plages pour le paramètre de régularisation. Nous démontrons la pertinence de notre approche avec une méthode de descente par coordonnées
particulièrement adaptée au problème. Des gains de temps de calcul importants sont ainsi obtenus sur données réelles MEG et EEG.

Abstract – Source localization with electroencephalography (EEG) and magnetoencephalography (MEG) allows to identify active brain
regions. The problem to solve is a high dimensional regression problem that can be solved using sparsity promoting regularization such as Lasso.
Using optimality certificates verified by Lasso solutions it is possible during the optimization to discard certain sources. By doing so, solvers
can be significantly sped up. Here we propose new selection rules which rely on duality gap control. We create so called safe regions, whose
diameter tends to zero for any converging algorithm. This property allows to discard more sources and offers benefits for small regularization
parameters. We demonstrate the relevance of our approach using a coordinate descent algorithm particularly adapted to the problem. Significant
computing time reductions are obtained with respect to previous safe rules when tested on actual MEG and EEG data.

1 Introduction

Depuis le milieu des années 90, les statistiques en grande
dimension ont attiré beaucoup d’attention, en particulier dans
le contexte de la régression linéaire lorsque le nombre de ré-
gresseurs est supérieur au nombre d’observations : ce cadre est
maintenant connu sous le nom de “p ą n”. Dans ce cas, le pro-
blème de moindre carrés avec une régularisation `1 (connu sous
le nom de Lasso en statistiques [1] ou “Basis Pursuit” en traite-
ment du signal [2]), a été particulièrement étudié. L’estimateur
de Lasso bénéficie de garanties théoriques [3] et d’un intérêt
pratique : il fournit des solutions dites parcimonieuses où seul
un faible nombre de régresseurs ont un coefficient non nul et il
bénéficie d’algorithmes d’optimisation convexe rapides. Ceci
a fait du Lasso un outil classique en analyse de données avec
des applications en apprentissage de dictionnaire [4], en bio-
statistiques [5], sans oublier la neuroimagerie [6].

Dans le cadre du problème de localisation de sources par
MEG et EEG, on cherche à identifier des régions actives du
cerveau à partir de mesures non-invasives du champ électro-
magnétique induit par l’activité neuronale. La physique du pro-

blème donnée par les équations de Maxwell garantit un pro-
blème linéaire et lors du traitement d’une tâche cognitive il est
naturel de faire l’hypothèse que seules quelques régions du cer-
veau sont actives. Cette dernière observation rend naturel les
régularisations induisant de la parcimonie. Si l’on considère
des données MEG et EEG à un instant donné, par exemple
100 ms après la présentation d’un stimuli, une donnée est un
vecteur de n observations, qui correspondent aux mesures des
n capteurs, et chaque régresseur ou variable dans le problème
inverse correspond à une source candidate dans le cerveau. On
se ramène donc à un problème de type Lasso. La littérature
contient un certain nombre de contributions utilisant des régu-
larisations de type `1 pour la MEG et l’EEG [6–8]. Toutefois,
bien que de nombreux algorithmes existent, rendre l’utilisation
de ces algorithmes plus rapides reste un défi, notamment lors
d’une utilisation dans une analyse de données interactive.

Même si le Lasso n’est pas à ce jour toujours la méthode
la plus efficace en grande dimension, notamment face à des
approches non-convexes tels que SCAD [9] ou MCP [10] ou
encore [11], la résolution de problème convexes de type Lasso
reste souvent une étape cruciale de ces algorithmes.



Parmi les solutions algorithmiques qui existent pour résoudre
le Lasso on trouve les méthodes d’homotopie [12] ou LARS
[13] qui fournissent les solutions pour tout le chemin de régu-
larisation, i.e., pour toutes les valeurs du paramètre de régula-
risation λ. Plus récemment, en particulier quand p ą n, les ap-
proches de type descente par coordonnées [11, 14] ont montré
d’excellentes performances sur des problèmes en très grande
dimension.

Dans la continuité du travail de [15], des approches de sélec-
tions de variables ont été proposées afin d’exploiter la connais-
sance du fait qu’une solution du Lasso se doit d’être parcimo-
nieuse. L’idée est de fournir des règles qui permettent d’exclure
de l’optimisation des variables, c’est-à-dire des sources, tout en
garantissant que la solution sera optimale. De telles techniques
sont connues sous de nom de safe rules (cf. [16] pour une pré-
sentation des approches actuelles). En mettant à zéro ces coef-
ficients, l’algorithme peut se focaliser sur les sources qui sont
les plus probables, réduisant ainsi les temps de calcul. Il existe
d’autres approches ne pouvant garantir l’exclusion définitive
des sources. C’est par exemple le cas de la strategie connue
sous le nom de strong rules [17].

Les safe rules originales fonctionnent de la façon suivante :
pour une valeur fixée du paramètre de regularisation λ, et avant
même de lancer un algorithme de minimisation, on teste si une
variable peut être ignorée ou non. De telles règles sont dites
statiques. Le test est effectué en construisant une région dite de
sûreté, i.e., une région contenant une solution duale optimale
du problème de Lasso.

Notre objectif est d’améliorer le critère de sélection de va-
riables, et donc de sources, en raffinant au cours des itérations
de l’algorithme la région de sûreté. En suivant les travaux de
[18, 19], nous appelons de telles règles de sélection des mé-
thodes dynamiques. L’ambition est d’accélérer la convergence
des algorithmes lorsque des solutions pour des petites valeurs
de λ sont demandées ou si plusieurs solutions sur le chemin de
régularisation sont souhaitées.

En nous basant sur des arguments théoriques d’optimisation
convexe, nous proposons d’utiliser le saut de dualité du pro-
blème de Lasso pour construire un nouvelle règle de sélection
dynamique. Nous appellerons cette méthode GAP SAFE rule.

2 Le Lasso : modèle et notations

Notre vecteur d’observations est y P Rn et la matrice des
variables explicatives X “ rx1, ¨ ¨ ¨ , xps P Rnˆp a p variables,
une par colonne. Notre but est d’approcher y par une combi-
naison linéaire d’un petit nombre de variables xj . Ainsi, on
cherche à exprimer y comme Xβ, où β P Rp a peu d’éléments
non nuls. Dans le cadre de la MEG et l’EEG, X est la matrice
de problème direct obtenue par résolution numérique des équa-
tions de Maxwell et β contient l’amplitude des sources.

Pour estimer β, nous considérons le problème du Lasso. Il
dépend d’un paramètre λ ą 0 à calibrer qui contrôle le compro-
mis entre l’attache aux données et la parcimonie de la solution.

Un estimateur Lasso β̂pλq est une des solutions du problème
d’optimisation primal

β̂pλq P arg min
βPRp
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admissible dual. Une formulation duale du Lasso s’écrit (voir
par exemple [20] ou [16]) :

θ̂pλq “ arg max
θP∆XĂRn

1

2
‖y‖2

2 ´
λ2

2

∥∥∥θ ´ y

λ

∥∥∥2

2
looooooooooooomooooooooooooon

“Dλpθq

. (2)

En particulier, la solution duale θ̂pλq est unique, contrairement
à la solution primale β̂pλq.

2.1 Tests de sphère
Reprenant une terminologie déjà introduite pour d’autres règles

de sélection safe rules [15, 16], nous appelons tests de sphère
les tests qui utilisent des boules comme région de sécurité. Pour
un test de sphère, on choisit une boule contenant θ̂pλq de centre
c et de rayon r, c’est-à-dire C “ Bpc, rq. La règle de sélection
correspondante est définie par :

Si |xJj c| ` r}xj} ă 1, alors β̂pλqj “ 0. (3)

Notez que pour un centre donné, plus le rayon est petit, plus la
stratégie de sélection sera discriminante. Ainsi, le but principal
des safe rules est de trouver des boules avec un petit rayon de
manière à éliminer autant de variables xj que possible.

2.2 Règles de sélection dynamiques

Pour approcher une solution β̂pλq du problème Lasso, des al-
gorithmes itératifs sont souvent utilisés. Notons βk P Rp l’esti-
mée courante après k itérations de l’algorithme itératif de notre
choix. Les règles de sélection dynamiques cherchent à décou-
vrir des régions de sécurité qui se contractent quand k aug-
mente. Pour les construire, nous avons besoin de points duaux
admissibles : θk P ∆X . Suivant [15] (voir aussi [18]), nous
pouvons en générer par une transformation simple des résidus
courants ρk “ y ´Xβk, en définissant θk comme

θk “ αkρk, (4)

où αk “ min
”

max

˜

yJρk

λ ‖ρk‖2 ,
´1

‖XJρk‖8

¸
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Un tel θk, admissible pour le dual, est proportionnel à ρk et est
le point le plus proche de y{λ dans ∆X . On choisit un tel point
car la solution optimale duale θ̂pλq est la projection de y{λ sur
∆X , et que θ̂pλq est proportionnel à y ´Xβ̂pλq.

Notre règle de sélection dynamique consiste à choisir le centre
c “ θk dans (3). Nous avons prouvé qu’un rayon égal à r “
a

2 pPλpβkq ´Dλ pθkqq{λ donne une safe rule. Notez que la
quantité Pλpβkq ´ Dλ pθkq est simplement le saut de dualité
obtenu pour le point primal βk et le point dual θk.



Remarque 1. On peut raffiner le test de sphère en un test de
dôme. Malheureusement, sa formulation est trop lourde pour
être donnée ici ; cf. [16] pour plus de détails.

Remarque 2. Notez que si limkÑ`8 βk “ β̂pλq (convergence
du primal), alors nous pouvons montrer que limkÑ`8 θk “
θ̂pλq (convergence du dual) et que la convergence du primal
n’est pas altérée par les règles de sélection sûres. Éliminer les
coefficients inutiles ne peut que faire décroître la distance à une
solution primale.

3 Mise en œuvre et résultats

3.1 Détails d’implémentation
Notre méthode ainsi que les méthodes de l’état de l’art pour

la sélection de variables ont été implémentées à partir du code
de descente par coordonnées de Scikit-Learn [21]. Le code est
écrit en Python et Cython afin de générer du code C bas niveau,
offrant ainsi d’excellentes performances. En pratique, nous met-
tons à jour la sélection de variables dynamique tous les 10 pas-
sages sur les variables restantes. Les itérations sont arrêtées
lorsque le saut de dualité est inférieur à une tolérance fixée par
l’utilisateur.

3.2 Données utilisées
Les données utilisées pour démontrer l’impact applicatif de

ce travail sont les données publiques fournies par le logiciel
MNE [22]. Ce sont des données combinant MEG et EEG et
obtenues sur une machine Neuromag Vectorview avec 306 cap-
teurs MEG et 60 électrodes EEG au sein du Martinos Center
au Massachusetts General Hospital à Boston. Les données sont
échantillonnées à 600 Hz. L’expérience est une stimulation au-
ditive et visuelle avec des stimuli auditifs délivrés de façon mo-
naurale dans l’oreille gauche ou droite et des stimuli visuels
présents dans l’hémichamp gauche ou droite. Les stimuli furent
présentés de façon randomisée avec un temps moyen entre deux
stimuli de 750 ms. Les données sont décrites avec plus de dé-
tails dans [22].

L’algorithme est mis en œuvre après avoir discrétisé l’es-
pace des sources avec un écart moyen de 6 ou 7 mm sur la
surface corticale. Ceci conduit à travailler avec un p environ
égal à 22,000. Après suppression des capteurs MEG et EEG
dis-fonctionnant durant l’expérience, 360 capteurs sont utilisés.
On a donc ici n “ 360. La localisation de sources est effectuée
dans la section suivante sur le pic d’activité cérébrale induit par
les stimuli auditifs dans l’oreille gauche (environ 100 ms après
stimulation).

3.3 Résultats numériques
La Figure 1,(a) présente la proportion de sources ignorées

par les différentes règles de sélection sur le dataset M/EEG
décrit ci-dessus. La proportion est présentée en fonction du

nombre d’itérationsK dans la descente par coordonnées. Comme
la règle SAFE de [15] n’est pas dynamique, pour un λ donné
la proportion de variables ignorées ne dépend pas de K. Les
règles proposées par [18] sont plus efficaces mais elles ne bé-
néficient pas vraiment du caractère dynamique de l’approche.
Notre méthode GAP SAFE permet d’ignorer beaucoup plus
de variables, en particulier quand le paramètre de régularisa-
tion λ devient faible, cas particulièrement pertinent en pratique.
De plus, même pour les faibles valeurs de λ (notez l’échelle
logarithmique) où aucune variable n’est ignorée au début de
l’optimisation, la règle GAP SAFE réussit à supprimer de plus
en plus de variables lorsque K augmente. Enfin, la figure dé-
montre que la technique GAP SAFE dôme n’apporte presque
aucune amélioration supplémentaire par rapport à la sphère.

La principale motivation pour les méthodes de sélection telles
que présentées ici est de réduire le temps de calcul. En effet, le
temps pour calculer les règles ne doit pas être plus long que le
temps gagné lors de la descente par coordonnées. Nous avons
ainsi comparé le temps nécessaire pour calculer un chemin de
régularisation du Lasso complet en précisant différentes va-
leurs pour la tolérance du critère d’arrêt. La Figure 1(b) pré-
sente les résultats. Pour des valeurs faibles de la tolérance sur
le saut de dualité, ce qui est nécessaire pour estimer le bon sup-
port, on obtient des gains en temps de calcul d’un facteur 7
sur cet exemple. C’est une amélioration significative en pra-
tique. Bien évidemment les résultats en terme de localisation
sont identiques à ceux obtenu sans sélection dynamique comme
dans [6].

4 Conclusion

La contribution de ce travail est la présentation d’une nou-
velle règle de sélection de variables pour les problèmes inverses
sous contrainte de parcimonie `1. Dans le cadre de la MEG et
l’EEG cette approche qui utilise astucieusement des résultats
de dualité convexe pour le Lasso permet d’obtenir des gains en
temps de calcul d’un facteur 7 sur données réelles. Les travaux
futures porteront sur la généralisation de ces idées aux pénali-
tés structurées de type group-Lasso afin de prendre en compte
l’orientation des sources et leur dynamiques temporelles [6].
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