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Résumeé — Ce papier compare I'estimation usuelle de fonctions deétation au calcul direct sur des signaux compressés r{obtpar des
projections aléatoires). A nombre de mesures fixe, lesli@s theoriques montrent que la compression permetrmgraire un estimateur plus
performant que le classique, pour peu que les signawesraitient suffisamment corrélés. Cette condition peetd@&insideree comme une
condition de parcimonie. Nous établissons ce résultéillastrons en étudiant un processus a corrélationazmtielle, et en I'appliquant a
I'estimation de temps de retard.

Abstract — This paper compares the usual empirical correlation fonctistimator and the estimator built on compressed measuatem
(obtained by random projections). When the number of measents is fixed, theoretical results show that compressaasaorements allow to
have a more efficient estimator if the processes studieddauéficiently low decreasing correlation function. Thisidition can be interpreted
as a sparseness condition. The results are establisheliustrdied by studying an exponentially correlated prec@$ey are further applied to
the estimation of time delay.

1 Motivations sation que I'on ne peut envisager d’'implanter localement (a
niveau capteur). De méme, la communication d’échansllo

Le contexte de cette étude est la surveillance passive d’'ugPmpressés a une station de base opérant la reconstructi
milieu, & l'aide d'un réseau de capteurs disséminés au hrequéreraittrop d’énergie. La stratégie envisagédesorréler
sard. Les variations du milieu se refletent dans la gédenét Puis estimer localement pour ne transmettre que les informa
du réseau. Estimer cette géométrie permet alors deceolletions nécessaires, entre voisins proches.
ter des informations sur le milieu et, partant, de le suleil A l'instar des idées présentées dans [6], il est possiele
Connaitre la géométrie du réseau nécessite de digteries ~ traiter les signaux acquis dans le domaine compressé. Dans
distances inter-capteurs. Celles-ci sont évaluéeegadiden- |6 méme esprit, nous avons déja obtenu des résultats en-
tite de Ward, qui relie la fonction de Green du systemelietu courageants lors d’un probleme de classification de signau
entre les capteurs considerés, a la fonction d'interétation ~ heuronaux compressés [5]. Dans ce papier, nous estimons la
des Signaux mesurés en Chaque Capteur ([3, 4]) L’aspeet péonction de corrélation entre deux Signaux al,eatOirqm.‘a
sif entraine que les sources apparaissent a|'eat0ire|€m@'ﬁs tir d’echantillons CompreSSéS. Utiliser les idées dﬂ:dfuiSi'
positions inconnues et présentent des contenus spectoax tion compressée pour I'estimation de matrices de cdrogla
controlés. a été envisagé par exemple dans [8] (et les réféerences i

Dans cette application, les capteurs sont contraintstilin’u  cluses). Dans ces études, le principe est de représantea-|
ser que trés peu d’énergie_ lIs ne peuvent effectuer qu@pe trice de corrélation comme combinaison linéaire de magsde
calculs localement, mais surtout, ils ne peuvent Commmiqu corrélation connues, et d’estimer les coefficients de falde
que trés peu avec leurs voisins ou avec une station de bad@ison a partir d'échantillons compresses (par desntqales
Nous nous placons donc dans un contexte d'estimation di§le < correlation matching:). Ici, nous estimons directement
tribuée avec des contraintes fortes de communicatiost par  la corrélation et montrons que, dans certaines situati@ss
exemple exclu qu’un capteur communique en permanence avégée effectuée a partir des échantillons compressegroche
un voisin, pour lui transmettre toutes les perturbationd qu de I'estimation sans compression.
mesure, afin que ce voisin corréle ces perturbations agec le La section suivante présente les estimateurs et leureétud
siennes pour estimer un temps de retard. Notre objectifstens @ I'ordre 2. Pour illustrer et interpréter les résulfateus
a reduire les communications dans le réseau, afin de risieim considérons le cas d’une corrélation exponentielle. Nais-
I'energie nécessaire au fonctionnement de chaque aapteu ~ cutons également le choix des matrices de mesure, et nmsntro

Dans ce papier nous considérons I'estimation de la fonctiodue des matrices tres creuses et permettant des calciplesim
de corrélation entre deux Signaux aléatoires aprés ma_ conduisent a des estimations trés acceptables. Nougonsnt
tion compressee. Evidemment, 'intérét est d’évieephssage Par exemple que I'estimation de temps de retard a I'aideede ¢
par les étapes de reconstruction classiquement éaidiges la  fonctions compressées reste tres honorable.
litérature sur I'acquisition compressée [7]. En effette phase
de reconstruction s’effectue a I'aide d’algorithmes diop-



2 Estimateurs Notons enfin que la matrice de compression intervient eixplic
tement dans le résultat a travers le cumulant d’ordre 4ede s
Les divers signaux qui parviennent aux capteurs sont sugiements.
posés aléatoires, de moyenne nulle, conjointementostati  Pour comparer ces résultats aux précédents, il devient
naires et ergodiques. Comme cela a été souligné dam¥in nécessaire de définir la loi des processiesy, afin d’explici-
duction, I'identification de la distance inter-captewarpartirde  ter les moments d’ordre 4 qui apparaissent dans ces égaatio
perturbations non controlées, requiert I'estimatioriaénc-  ainsi que la loi des coefficients de la matrice de compression
tion d’inter-corrélation des signaux mesurés en chaescdp-
teurs. Soienk(t) ety(t) les signaux mesurés par deux capteur
voisins. On notd&',, (1) = E[z(t)y(t + )] leur fonction d’in-
tercorrélation pour le retard Limitons nous & I'estimation de I'autocorrélation d’urop
Sur chaque capteur, les signaux sont échantillonnésea ugessus autoregressif = az;_1 + /1 — a2e;, olie; désigne
méme cadence, respectant la condition de Shannon, de sogjiee sequence i.i.d. de variables aléatoires gaussieengges
que les quantites manipulees s’écrivent comme des vegeduites, tandis que le coefficientappartient a I'intervalle
teurs de tailleN, nombre d’échantillons successifs stockés|-1, 1[. La fonction d'autocorrélation de, est donnée par

9.1 Processus gaussien AR(1)

sur chaque capteur * = (a4,...,7¢ n41) €Yy = VreZ Luo(7) = al™l.
(Yt e Yerr-Nt1) | _ _ R On ne considere pour comparer les estimateurs que I'estima
L'estimateur usuel de l'intercorrélation e$tv,.,(7) =  tion del',.(0). Lavariance de I'estimateur usuel, exploitast

N~'2Ty. Notre objectif est de le comparer a I'estimateur quigchantillons successifs des signaux vaut

découle du traitement des signaux compresbaset ¢y, ol ) -

P désigne la matricd/ x N de compression\( < N). Cette Var[fM 2y (0)] = 2 n da (1 ~l-a ) @
matrice aléatoire est constituée d’élemeps indépendants " M M(1-a?) M(1—a?)

et identiquement distribués. Nous préciserons uliéement
la loi de probabilitéf, de ces coefficients, mais ils sont tou-

alors que celle de I'estimateur compressé devient

jours supposés de moyenne nulle et indépendants desigigna A _ 2 2 4 3Cumy[yp]
eux-mémes. Dans ce cas, I'intercorrélation s’estimersel AN,y (0)] M + N + MN * MN
A 2 2N
Cny(T) = (B2)| (By) =2 &' By 1) L AM +2a (1 _l-a ) (5)
MN(1 - a?) N(1—a?)

Les propriétés de I'estimateur C|aSSiqi|ﬁ,$y(T) sont bien
connues ([1, 2] ). Il est non biaisé et sa variance est d@paé On étudie alors la difference entre les deux variariggs:=
. 1 X Var(Cy 4,y (0)] = Var[l' 3., (0)]. Nous discutons dans la suite le
Varl'y ., (7)] = Nz Z (N —[k]) fz,(k)  (2)  choix de la matrice de compression et I'influence du coefficie
k=—N de régression surdy,.
ou fr, (k) = Cumz(t),y(t + 7),z(t + k),y(t + k + 7)] +
Lay(7 + F)lay (7 = k) + Do (k)T (k) (Cum designe le cu- 5 5 chgix d’une matrice de compression
mulant des variables en argument). L'estimateur convenge e
1/N sous réserve de sommabilité des fonctions de corrélatio Jusqu’a présent, nous avons supposé les coeffigienits.d.
d'ordre 2 et 4 apparaissant dafi§, (k). Pour la version com- et centrés, de sorte que leurs moments d’ordre impair sdsit n
pressée, on obtient pour la moyenne De plus, leur variance est prise égalé/a/ N, pour que l'es-
E[CN.2y(T)] = MNT ., (7) Varlg], (3) timateur de la corrélation soit non biaisé. Il reste unréetp
liberté quant au moment d’ordre quatre. Examinons quslque
possibilités dont la mise en ceuvre est aisée.
Matrice gaussienne ~ A (0,1/M N) : ce choix relativement
. R - frequent dans la littérature a pour avantage d’annulesriae
VarlCn] = Euy [Var[CMx,y]} + Vargy [E[CNW’?J]} etla  cumy[y] intervenant dans le calcul de la variance (équ. 5). Un
contrainte de non biais, on aboutit a inconvénient majeur est que, localement, le calcul degpcesa
Var[éN,g;y(T)] =(1+ ﬁ)Var[fN@y(r)] + sions est alourdi par le fait que tous les coefficients thifieles
uns des autres.
1 2, 1 N T Matrice de Bernoullip = +1/v/MN , avec la méme pro-
M (FM(O)FW(O) ey (7" 3w 2 (N |k|)gwy(k>) babilité 1/2 : le mom(fnt d’ord{e quatre vaut/ N)~2, si bi%n
ue le cumulantd’ordre 4 C = —2(MN)~? est négatif.
+M NCumy[p] (g;y(o) + F“(O)FW(O)) gette correction avantageugape]st tout(efois zj’un ordregm or
La correction a la variance déN,l-y(T) est d'ordrel/M  deur inféerieur au comportement général. L'avantage etéec
evidemment. Toutefois, il est intéressant de compareoce-  matrice réside donc plutdt dans une implantation pluéeais
portementer /M ala variance que I'on obtient avec I'estima- que la matrice gaussienne, mais requérant toutefoiggait
teur empirique usuel suk/ échantillons, a savoHA“M_,xy(T). beaucoup de calculs.

qui implique d'imposer aux coefficients de la matribede sa-
tisfaire Varyp] = (M N)~! comme contrainte de non biais.
Le calcul est plus fastidieux a I'ordre deux. Si on utilise



Matrice ternairep = +(2N)~1/2 avec la méme probabilitt gauche, poulN = 100 et trois valeurs de M (10, 20 et 50).
M~ ety = 0 avec la probabilite complémentaire- 23/ ! : Poura = 0, 63y = 2N (1 + 2M 1) est positif. Maisi,
la matrice résultante est creuse, ce qui allege coraitliment devient négatif pour des coefficients de régression domtd-
le calcul de la compression (il 'y a en moyenne @ié/M  dule augmente ! L'effet perdure pour des valeursad@roches
termes non nuls par ligne). Par contre, le cumulant d’ordre dle 1. Pour trés proche de 1, la tendance s'inverse a nouveau,
vaut Cum|[y] = (M N)~2(M/2 — 3), qui varie enl /M. Uti- ety redevient positif.

liser cette matrice creuse se paie donc au prix d'une perte de Lorsque le signal est trés corrélé, typiquement 0.9, M

performance, qui reste toutefois minime comme illustrésda échantillons successifs apportent moins d’informatiae &/

la suite. compressions issues d’'un horizonMechantillons, donc plus

Nous pouvons conclure cette discussion en notant que large. Par contre, lorsqueest proche de zéro, considérer
choix de la matrice de compression n’est pas majeur quant&hantillons aléatoirement construits a partirdesuccessifs
la difféerence des variances des estimateurs. Dans lg soiis  est équivalent a considérdd échantillons successifs. Ainsi,
considérons alors le cas d’'une matrice de compression gayslus le signal est compressible, plus la compression aneéli
sienne, afin de négliger le terme dépendantdu cumulardido  I'estimation vis a vis dé// échantillons successifs.

4 desp dans les expressions des variances. Il est naturel quéd,,; redevienne positif pous trés proche
de 1. Sia=1, le processus est dégénéré et x(, Vt ol z est
la variable aléatoire initiale gaussienne, centréeitédL esti-

2.3 Comparaison en fonction dex mateur de la puissance est conslﬁmm(o) = 22, ainsi que

. ) . ) I'estimateur compressé’N,m(O) = 2} Z,“.j Yripr;. Dans
Le modele simple du processus autorégressif permet d'exg, cas d'une matrice gaussienne, I'écart dé variance Varg a
miner l'influence de la compression en fonction de la natur%/M_ Comme I'observation est constante dans ce cas, il est na-

spectrale des signaux. Pour = 0, le signal est un bruit rellement moins bon de faire des combinaisons aléatdiee
blanc, I'archétype d’un signal non compressible. Notous q cette constante que de la considérer seule.

nous n’employons pas le terme compressible ici comme dans lap 5 tre part, nous étudions le comportement de I'estima-
littérature usuelle de 'acquisition compressée. Usnent, la o en fonction du rappoV/M > 1 qui définit le taux de
compressibilité est reliee a 'amplitude des signauxdes co- compression. La figure (1) gauche montre que le comporte-
efficients d’'une représentation). La compressibilitéeiit li€e  ment gecrit avant est stable pour trois rapports égauw&e?

a la redondance apportée par la corrélation entre &tbas 10 Toutefois, la zone despour lesquels I'amélioration existe
du signal. Lorquea| s'éloigne de 0, le signal devient de plus gepend du taux de compression. La figure (1) droite reptése

en plus compressible, et la ]'m"l‘?{| = lenestle comble epgrise lazoné,, < 0 d’amélioration, en fonction de et du
puisque dans ce cas le modele dégénere en un signabnbnstiy v de compression.

(rappelons que pour garantir la stationarité, la variateckin- Pour illustrer visuellement I'effet décrit, la figure (2)
novation est fixée & — a?). montre la variance expérimentale des trois estimateurs
Ecart de variances 8, N=100 zone grise: 6M <0, N=100 FN,zz_ (T)’ FM-%z (T) et CNVII_(T_), en fonction du retard. Le; i
fonctions tracées sont multipliées p&t et nous avons choisi
o5t T M=50 pour cet exemplel/ = N/10 = 100. Le coefficient de
T régression: prend trois valeurg0, 0.1 et0.7).

Poura = 0 on retrouve la correction en/M de C‘Nﬂm(f)
par rapport 'y, (7). Passer de = 0 &a = 0.7 montre clai-
rement que I'estimateur compressé, en étalanf\$evesures
utiles sur un horizon de taill&’, lutte plus efficacement contre
la corrélation que I'estimateur empirique usuel. D'ayiest,
cet exemple montre que la perte en terme de variance de I'esti
mateur compressé par rapport a I'empiriqueSugchantillons
est d'autant plus faible que la corrélation décroitéamént.

a N/M
2.4 Estimation de temps de retard

FIGURE 1 — Gauche : Difference des variances des estimateurs, pgyr replacer cette étude dans le contexte de lintroduc-
cpmpress'e - clqssique, en fonction de la valeur absolueodfii-c tion, on applique ici les estimateurs précédents potmest
cient de regression du processtis Pour un couplg M, N) donng, o tamns de retard. On considére un processus aléatpire
il existe une plage dans laquelle I'estimateur compresséneilleur P . ) , . .
: o . généré comme sortie du filtre de réponse impulsionelle c
que le classique. Droite : en gris, zone du planN/M) dans la- leh, — 9n5t)e—5t + 0.4 27261 e—t t > 0 att ,
quelle I'estimateur compressé est meilleur que lestimautilisant ~ SA€M = cos(2m5t)e™"" + 0.4 cos( T et >0a aque
M échantillons consécutifs. Pour les deux figufgs= 100. par un bruit blanc gaussien centré de puissance unitéi-Le s
gnaly; est une version retardée bruitge= z,_. + ob;, ol
La difference de variances, est tracée sur la figure (1) b; est un bruit blanc gaussien centré normé indépendant des
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FIGURE 2 — Variance des estimateurs de la fonction de corrélatiof 'SURE 3 — Gauche : Probabilite de bonne loacalisation du maxi-
d'un processus autorégressif d'ordre 1, pour differenialeurs du MM de la fonction d'intercorrélation en fonction de Eéttype du
coefficient de régression. A nombre de points constargfiffeteur bruit d'observation dans le probleme d’estimation de tewi retard

construit sur les signaux compressés peut s'avérereneitjue I'esti- etudié dans le texte. Droite : lllustration des fonctialescorrélation
mateur usuel, pour peu que le processus soit suffisammegté&or estimees, pour une puissance .de bruit d’obseryatlon dé 4, 1000
et M = 50. L'estimateur empirique usuel s échantillons est en

. s oA TN L. noir, surN en bleu, et le compressé en rouge.
signaux d'intérétr est choisi a 0.297s alors que la période P ¢

d’échantillonnage est 0.01s. Le temps de retard n’est gaac
sur la grille d’échantillonnage. Nous faisons vaede 0 a 1,
simulons pour chaque valeur 1000 réalisations des sigdaux L o : )
f R . o . . deux directions. La premiere consiste en I'analyse asgmpt
acon a estimer la position du maximum dans les fonctiens d_. N T N s

tique a taux de compression fixé. La deuxieme vise a esupl

corrélation. Nous représentons figure (3) gauche |a it la compression temporelle a de la compression spatiales No
empirique gue le maximum soit a la position 31 dans les fonCc_)bservgns en effet IOue les estimationsIO résentéezsisteét
tions de corrélation estimées. Dans cet exemples 1000, et d P

nous utilisons trois taux de compressidiil — 5, 10 et 20 particulierement bien a des quantifications fortes dgsaaix

La figure droite montre des fonctions de corrélation esém’ COMPTEsSES.

sur la méme réalisation pour les trois estimatdi&lr@o, I'so
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