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Résumé — Issue des problématiques de la géométrie spectrale, la célebre question “Can one hear the shape of a drum ?” [1] posée par Mark
Kac au milieu des années 1960 a été 1’objet de nombreuses études mathématiques afin de démontrer que deux tambours (membranes) non
isométriques peuvent posséder le méme spectre. Cependant, la plupart de ces études sont basées uniquement sur la valeur des fréquences propres
des membranes. En revisitant le probléme d’un point de vue vibratoire, nous développons une méthode fréquentielle pour estimer la position des
frontieres d’une membrane avec conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann a partir de la mesure du champ de vibration dans une région
du centre de la membrane. Plusieurs exemples illustrent la méthode, pour des membranes polygonales et arrondies.

Abstract — Coming from the topics of spectral geometry, the famous question “Can one hear the shape of a drum ?” [1] asked by Mark
Kac in the 1960’s has led to several mathematical studies to prove that two non-isometrical drums (membranes) can share the same spectrum.
Nevertheless, most of these studies are uniquely based on the knowledge of the membranes eigenvalues. By re-exploring the problem under
a vibration point of view, we develop a frequency domain method to estimate the form of a membrane with Dirichlet of Neumann boundary
conditions, from the measurement of the acoustic field in a small portion of the membrane near its center. Several examples illustrate the method,
for polygonal and rounded membranes.

1 Introduction L’une des approches les plus concluantes [8] est basée sur le
modele des sources images afin de décomposer les réponses
impulsionnelles mesurées en signal direct et somme d’échos.
Chaque écho provenant d’une paroi peut étre interprété comme
le signal direct émis par une source image dont la position se-
rait symétrique a la source réelle par rapport a la paroi. Le pro-
bleme est alors de recombiner les échos mesurés sur les diffé-
rents microphones afin de les faire correspondre a une méme
paroi, puis de localiser la position des sources images. La posi-
tion des murs peut alors étre déduite.

Dans cet article, nous nous rapportons au probléme posé par
Kac et proposons une méthode pour estimer la forme d’une
membrane (i.e. un tambour) uniquement a I’aide d’une me-
sure partielle de ses modes propres. Contrairement a 1’approche
originelle basée uniquement sur la connaissance des valeurs
propres, nous mesurons ici les modes en plusieurs emplace-
ments sur un sous-domaine de la membrane, afin d’obtenir des
informations spatiales. En utilisant une décomposition modale
simple (décrite section 2), puis des travaux antérieurs sur 1’es-
timation de la géométrie d’une antenne par interpolation mo-
dale [9] et la localisation de sources par ajout de contraintes
géométriques grice a la connaissance des conditions aux li-
mites (C.L.) [10], nous montrons qu’il est possible de réin-
terpréter le probleme d’estimation de la forme d’une mem-
brane comme un probléme d’estimation de positions de “mi-
crophones virtuels” situés sur son contour. Un probleme d’op-
timisation en est déduit et une méthode de résolution proposée.
Plusieurs exemples numériques viennent finalement confirmer
la validité théorique de notre méthode.

Depuis les débuts de 1’étude des systemes vibratoires, les
acousticiens ont tenté de relier les modes propres de vibration
avec les propriétés géométriques des objets étudiés. Ce type de
recherches a donné naissance a I’étude modale des structures
et a diverses applications comme les essais non destructifs par
étude des changements vibratoires d’un systeme. De facon ana-
logue, plusieurs scientifiques se sont intéressés a la déduction
des propriétés géométriques des structures a 1’aide uniquement
de la connaissance de leur spectre.

Des le début du XIX€ siecle, les théoremes de la géométrie
spectrale tels que la loi de Weyl [2] ont permis de relier, a 1’aide
de formules asymptotiques, I’aire et le périmetre d’'une mem-
brane avec le nombre de ses valeurs propres comprises sous
une certaine fréquence. En 1966, Mark Kac a posé dans son ar-
ticle éponyme la célebre question “Can one hear the shape of
a drum ?” [1]. 11 se demande alors si deux membranes isospec-
trales (qui possedent le méme spectre de valeurs propres) sont
nécessairement isométriques (de méme forme). L’avancée de
la géométrie spectrale permettra de répondre par la négative en
1992, lorsque Gordon et Webb exhiberont plusieurs formes dif-
férentes de membranes dont les spectres sont identiques [3, 4].

Cependant, plusieurs travaux dans le domaine de 1’acous-
tique et du traitement du signal ont permis de répondre positi-
vement a la question de Kac, a partir de mesures de réponses
impulsionnelles, dans le cas particulier de salles polygonales
convexes [5, 6, 7]. La plupart de ces méthodes sont basées sur
les temps de vol entre une source et plusieurs microphones.



2 Modele

2.1 Décomposition des modes propres

Soit D une membrane avec C.L. de Dirichlet ou de Neu-
mann. Les modes propres de vibration de D sont décrits par les
solutions de 1’équation d’Helmholtz homogene :

(A+k?>)p=0 dans D
p=0 sur 9D (C.L.de Dirichlet) @)
Op 0D (C.L. de Neumann)

5, =0 sur

ol p est la pression sur la membrane et dp/0n la vitesse nor-
male. Une antenne de [N capteurs est positionnée sur une por-
tion 2 € D et mesure le champ vibratoire émis par une source
large-bande quelconque (sinus glissant, bruit blanc, impulsion)
située en une position quelconque de la membrane. Les pics
fréquentiels dans la transformée de Fourier des signaux acquis
correspondent aux modes propres de D excités par la source.

Récemment, plusieurs études basées sur la théorie de Ve-
kua [11], décrivant I’approximation des modes propres du La-
placien A aI’aide de polynéme harmoniques, ont montré qu’il
était possible a partir de I’ensemble des /N mesures effectuées
en des positions x,, discretes sur {2 d’interpoler spatialement
les modes propres de D a I’intérieur du domaine €2 défini par
I’enveloppe convexe de I’antenne. Cette propriété a notamment
permis de proposer une méthode originale pour I’interpolation
de réponses impulsionnelles [12] et la localisation de sources a
bande étroite par déréverbération du champ acoustique [10] au
sein de €.

Dans le cas des domaines bi-dimensionnels tels que des mem-
branes, un choix possible de polyndmes constituant est la base
des! =1, ..., L ondes planes échantillonnées réguli¢rement sur
le cercle de rayon k et de vecteur d’onde k;, et paramétrées par
les coordonnées des positions de mesure. Cette base constitue
un dictionnaire W de taille (N x L) tel que I’atome de W
correspondant a la mesure n et a ’onde plane [ s’écrit :

Wiy = ellaxn 2

Le nombre d’ondes planes L dépend de plusieurs parametres
tels que le nombre d’onde k£ du mode propre, le rayon R (ap-
proximatif) de Q) et le nombre N de mesures. En effet, la dé-
composition d’un mode propre sur W au sens des moindres
carrés ne peut se faire que si le nombre total L de fonctions
esttel que L < N. De plus, I’échantillonnage spatial théorique
optimal pour interpoler les modes nécessiterait une répartition
au sens de Shannon-Nyquist le long de 92 bien qu’en pratique
une répartition aléatoire dans € soit suffisante pour 1’interpo-
lation des modes basses fréquences [11]. De ce fait, le nombre
de polyndmes a utiliser pour décrire le mode & est :

L ~2[kR] +1 3)
avec [.] la fonction d’arrondi entier “plafond”.

Pour un mode de nombre d’onde &, le vecteur des N mesures
du champ vibratoire p peut s’approximer sur les L premiers
polyndmes harmoniques :

p~Wa “)

ol « est le vecteur de coefficients des mesures dans W.

2.2 Recherche des positions du contour

La décomposition modale a permis une approche nouvelle
pour la résolution de plusieurs problémes acoustiques, comme
la calibration des positions des microphones d’une antenne dans
le domaine fréquentiel, a 1’aide d’une seule source [9]. D apres
I’équation (4), sous contrainte de respecter un échantillonnage
correct sur €2 et d’avoir un nombre de fonctions L suffisant, le
champ acoustique est bien approximé sur le dictionnaire W.
Or ce dictionnaire est paramétré a I’aide des positions des mi-
crophones. Si celles-ci sont inconnues ou erronées, il n’y a plus
aucune raison que le champ puisse étre décomposé car les me-
sures physiques ne correspondront plus a leur représentation
théorique dans le dictionnaire. Ainsi, la tentative de résolution
du probléme inverse avec un dictionnaire W construit via (2)
a I’aide de mauvaises positions de microphones x. donnera

p. = W.W/p (5)
avec cette fois p. # p.

Le probleme posé consistait alors a optimiser le dictionnaire
W. de sorte que p. = p, ce qui revient a trouver les bonnes
positions x des microphones. Pour cela, une fonction de cofit
était réécrite avec une pénalisation jointe sur plusieurs modes
propres k

x = argmin ) _ [|p — p| (©6)
ok

=argmin ) _[[(W.W."—1)p|? (7
ok

La minimisation de cette fonction permettait alors de détermi-
ner les positions des microphones.

Dans le cas du probleme d’estimation de la forme du contour
0D de la membrane, si la nature des C.L. est connue, il est pos-
sible de réinterpréter le contour comme un ensemble de points
de mesures pour lesquels le champ vibratoire mesuré (ou bien
sa dérivée normale) est nul. C’est le principe que nous avons
mis en ceuvre dans [10] afin de localiser des sources par déré-
verbération du champ acoustique. Ces mesures dites “virtuel-
les” (puisque non réellement mesurées), et ajoutées sur les pa-
rois, permettaient la régularisation du probleme de localisation
grice a I’ajout d’information qu’elles apportaient sur la géomé-
trie de la salle. Un modele de décomposition modale “hybride”
avait alors permis de décomposer le champ acoustique dont une
partie était mesurée en pression (via les microphones) et I’autre
soit en pression (si C.L. de Dirichlet) soit en vitesses normales
(si C.L. de Neumann).

En combinant ces deux problemes acoustiques, la question
d’estimer la forme du contour d’une membrane peut se refor-
muler. En effet, si ses conditions aux limites sont connues, le
probleme revient a rechercher des positions de capteurs “vir-
tuels” positionnés sur 9D et qui mesurent un champ nul pour
I’ensemble des modes propres. Si les modes propres sont me-
surés sur €2 € D par une antenne de microphones de positions
connues et peuvent étre correctement décomposés par (4) dans
ce sous-domaine, 1’ajout des capteurs virtuels de positions in-
connues X,, € 0D rend de nouveau impossible cette décom-
position. Le probleme d’optimisation des positions (7) est de



nouveau appliqué sur ’ensemble des mesures {microphones
+ mesures virtuelles}, en n’optimisant cette fois que les posi-
tions X,,cop, les positions x,cq des microphones étant déja
connues. La résolution du probleme permet donc en théorie de
retrouver la forme de la membrane.

Pour des conditions aux limites de Dirichlet, cette résolution
est directe car les atomes de W, correspondant aux mesures
Xmeop ont la méme forme paramétrique que (2). Le cas des
C.L. de Neumann est plus délicat. En effet, la valeur nulle du
champ sur le contour est maintenant la vitesse normale v =
Op/0ng. Le vecteur total de mesures est la concaténation

Ptot (K, Xt0t) = [P(K; Xneq) V(kaan)]T 3

ol p(k,Xneq) est la pression aux positions X, ¢ connues des

capteurs et v,,, (k, Xmeop) la vitesse normale & aux positions

Xmeap des capteurs virtuels a estimer sur le contour, telle que

1 19) 0

Uy = ook (8—iex + 8—Zy)ey) “en 9)

Ici, le vecteur e,, est la normale entrante & 9D a la position

Xmedp €t est un nouveau parametre a estimer conjointement

avec les positions du contour (on I’ajoute dans (7)), po et ¢
sont respectivement la densité et la célérité dans le milieu.

Le bloc d’atomes W_ du dictionnaire total Wy,; correspon-
dant aux mesures de vitesse normale nulle est maintenant pa-
ramétré par les dérivées normales de (2) par rapport a I’équa-
tion (9) et relativement a la composante ¢ des coordonnées

W. = 22:( LI elkixmeon) . ¢ (10)
Eml — pOCOk L,i m,i

Enfin, le dictionnaire total est homogénéisé en multipliant
les atomes homogenes aux vitesses normales par pocg afin de
rendre toutes ses valeurs homogenes a des pressions (relation
d’impédance acoustique pour les ondes planes [10])

Wtot(k,xtot) = [W(kvxneﬂ) POCOWs(k,Xme{)D)]T
(11)

2.3 Méthode de résolution

La résolution du probleéme est difficile car la fonction de cofit
possede de nombreux minima locaux. En effet, la répartition
spatiale des noeuds et ventres des modes propres dépendant de
la longueur d’onde J, il existe plusieurs positions sur lesquelles
une mesure donnera la méme valeur du champ. Il convient donc
d’optimiser conjointement cette fonction pour tous les points
de mesure. L’optimisation se fait ici progressivement [9], en
démarrant sur un seul mode (basse fréquence de sorte que A
soit grand devant les dimensions de la membrane) puis en ré-
itérant I’optimisation en la ré-initialisant a 1’aide de la solution
estimée et en incrémentant le nombre de modes. Ainsi, démar-
rer I’optimisation par les modes de plus basse fréquence permet
d’éviter de nombreux minima locaux car ces modes sont plus
étalés spatialement. En contrepartie 1’estimation de la forme
des contours est plus grossiere. Ajouter successivement de nou-
veaux modes permet d’affiner progressivement 1’estimation du
contour. Une méthode de minimisation sous contraintes par al-
gorithme active set [13] permet la résolution du probleme.

3 Applications numériques

Notre méthode est testée numériquement sur trois géomé-
tries de membranes avec C.L. de Neumann (figure 1). La mem-
brane (a) est rectangulaire, la membrane (b) a une forme poly-
gonale et la membrane (c) a des contours non plans. Dans les
trois cas, la géométrie de D est convexe.

Pour chaque cas, une source vient exciter les modes de vibra-
tion des membranes. Ceux-ci sont mesurés sur une petite zone
circulaire €2 pres du centre des membranes, 80 positions de me-
sures étant échantillonnées régulierement sur le contour 052 et
20 prises aléatoirement dans (). Les signaux sont simulés par
un schéma de type différences finies. Les “mesures virtuelles”
décrivant les positions du contour de la membrane & optimi-
ser sont initialisées régulierement sur un cercle centré sur 1’an-
tenne et de rayon légerement plus grand que celui de 1’antenne
(environ 0, 1 m supplémentaire). Leur nombre est choisi élevé
pour garder le meilleur échantillonnage possible du contour (au
sens de Shannon-Nyquist). Les normales sont initialisées par
les normales entrantes au cercle. Pour chaque membrane, les
modes propres compris entre 20 Hz et 600 Hz sont relevés sur
le spectre. Le parametre L décrivant le nombre d’ondes planes
utilisées pour construire W (k) est calculé en sélectionnant
un rayon ry supérieur a celui de la membrane D. Comme les
membranes recherchées sont supposées convexes, on propose
de bloquer la valeur de I’angle 6,,, des coordonnées polaires
de chaque mesure virtuelle x,,csp, les contraignant ainsi a se
déplacer sur le rayon r,.

Lafigure 1 (haut) représente I’ensemble des dispositifs (mem-
brane + antenne) simulés ainsi que les résultats d’estimation,
les formes D dont les contours sont a retrouver apparaissent en
jaune. Quelques contours obtenus a différentes étapes de 1’ opti-
misation sont également tracés afin de comparer I’évolution de
I’estimation de la forme lorsque de nouveaux modes propres
sont incrémentés. La décroissance de la fonction de coiit est re-
présentée sur la figurel (bas) en fonction du nombre de modes
propres incrémentés.

Dans les trois cas, la forme du contour est bien approchée.
Quelques positions finales de “mesures virtuelles” ne se situent
toutefois pas sur le contour réel des membranes (par exemple
pour (b), trois positions sont estimées en dehors). Ces erreurs
peuvent étre dues au piégeage de ces points dans des minima
locaux de la fonction de cofit lors de I’ajout de nouveaux modes
propres. De plus, du fait des contraintes imposées lors de la mi-
nimisation (angles 6,, bloqués), il parait naturel que les coins
des membranes polygonales soient plus difficiles a approcher
(ceci est particulierement visible sur le coin haut-droit de la
membrane (b)). Une meilleure approximation pourrait étre ob-
tenue en augmentant le nombre de positions initiales de me-
sures virtuelles, ceci au prix d’une plus grande difficulté al-
gorithmique car le nombre de variables a optimiser serait plus
important. Une autre solution serait d’ajouter au cours de 1’op-
timisation de nouvelles positions de mesures virtuelles interca-
1ées entre les positions déja estimées, de facon a affiner succes-
sivement I’estimation des angles.
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FIGURE 1 — (Haut) Recherche de la forme de trois membranes (en jaune) avec C.L. de Neumann. X noirs : points de mesure ; —

— rouge : positions du contour initialisées ; — — bleu : positions estimées a 1’itération 1 ;

: positions estimées a 1’itération

4; — — magenta : positions estimées a I’itération 9 ; + noir : positions finales estimées. (Bas) Décroissance des fonctions de cofit
associées a chaque membrane, en fonction du nombre de modes propres incrémentés.

4 Conclusion

A T’aide de plusieurs points de mesure sur une portion de

(3]

(4]

membrane et d’une approche basée sur I’interpolation modale,

nous avons développé un probléme d’optimisation pour estimer

(5]

la forme géométrique de la membrane. Le points du contour
sont ré-interprétés comme des “mesures virtuelles” mesurant

un champ nul, ce qui nous ramene a un probleme d’estimation
de positions de capteurs dans le domaine fréquentiel. Il est a

[6]

(71

noter que nous avons conjointement permis 1’extrapolation des
modes au sein de 1’ensemble de la membrane, ce qui est par
exemple intéressant pour obtenir les réponses impulsionnelles

sur toute la membrane.

(8]

Plusieurs études complémentaires restent a mener, notam-
ment des réalisations expérimentales sur de vraies membranes.

D’autre part, il serait intéressant de tester d’autres algorithmes,

(9]

d’autres types de contraintes pour la minimisation, et de géné-
raliser cette méthode dans le cas de géométries non convexes.

Le passage au cas tri-dimensionnel est théoriquement possible [10]
mais actuellement algorithmiquement compliqué a cause du
nombre important de mesures virtuelles nécessaires pour conser-
ver un bon échantillonnage au sens de Shannon sur le contour. [11]
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