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Résumé —Par cette communication, nous proposons une nouvelle epprde résolution limite basée sur la définition de prodgbiie
résolution dans le contexte d’estimation de parametretidiménsionnels. Ce critére est fondé sur une approcheapilidte de la séparabilité
et permet également de mesurer la précision des valeunséesti Une étude analytique de ce critére a été proposéeeadeas bu le modele
d’'observation est gaussien. Enfin, une comparaison avetritir®s de résolution existants a été étudiée dans le gambléme de localisation
de sources.

Abstract — In this paper, we propose a new statistical resolution lamiierion based on the definition of probability of resadutin the context
of multi-dimensional parameters estimation. This crirris based on a probabilistic approach of the separabititiadso allows to measure
the accuracy of estimate’s values. Exact and approximatébculus of this criterion is given in the gaussian obséovamodel. Finally, a
comparison with existing resolution limits is studied i tbase of direction of arrival estimation problem.

1 Introduction pas en compte le couplage entre les deux paramétres. Ainsi,
une amélioration a été proposée par Smith [2], sous la forme
La résolution limite caractérise la distance minimale @ntr suivante|d; — 6;|> > BCR (|6, — 65|). (iii) Bien que I'ap-
les parametres d'intérét au-dessus de laquelle la sépadgi  proche précedente soit simple a mettre en oeuvre, ce sont des
ces parametres devient possible [1-4]. En estimatiorsttate, seuils empiriques qui ne permettent pas de quantifier la réso
les observations sont modélisees par des variables akEsitoilution. C’est pourquoi, une troisi€me approche a été prépos
dont leurs caractéristiques dépendent des parametrégrélin - par [1, 9, 10] basée sur la théorie de détection. Cette approc
Ainsi, il est nécéssaire d’introduire la notion de "résmotli-  reformule le probléme de résolvabilité par un test d’hygeth
mite statistique" qui définit une probabilité de séparaties binaire ou I'hypothésé{, suppose que les données sont gé-
parameétres en tenant compte du caractere aléatoire das obsférées a partir d’'un modéle comportant un paramétre d’inté-
vations. rét et 'hypothésé{, suppose que les données suivent un mo-
Historiquement, (i) la premiére approche de résolution lidéle avec deux paramétres d’intérét. Cette approche déerm
mite statistique a été proposée par Cox en 1973 [5]. Cette afe seuil de résolution en fonction de la probabilité de fauss
proche est basée sur les criteres de minimisation nomunés alarmeP, et de la probabilité de détectid; en utilisant le
spectrumpotéC (y, 0). Si 0, etd, sont les parametres a es- test du maximum de vraisemblance généralisé. (iv) Enfin, la
timer a partir des observationys ce critere affirme qué; et  derniére approche est basée sur la probabilité de résolytio
62 sont résolvables iy, o, [C (y,01)] < Eyjp, 0, [C (y, 2$%)] €1 permet a la fois de résoudre les paramétres d’intérétsret d'i
Eyjo,.0, [C (y,02)] < Eyjo, 1, [C (v, 24%)] . Ces deux derniers cri- poser la précision de I'estimation. Ceci consiste a détegmi
téres, sous certaines conditions, sont équivalents a wike ét la probabilitéP,., tel que les estimés appartiennent a des en-
de la convexité de la fonctidRy g, 4, [C (y,#)] au point mé-  sembles disjoints. Par conséquent, les paramétres sofhisés
dian ded; etd, [6]. Cependant, les criteres susmentionnés deavec une probabilitd®,., et des intervalles de confiance sont
pendentde l'algorithme utilisé. (ii) Une deuxieme appmbh-  établis pour les valeurs estimées. Ce concept a été imitéale
sée sur la Borne de Cramér-Rao (BCR) a été proposee daimgroduit par Oh et Kashyap [11] dans le cadre de paramétre
[7,8]. Cette derniere a 'avantage d'étre indépendantéatie | scalaire puis étendu par Clark [12] dans le cas d’estimatéon
gorithme choisi. Ce critére stipule qée et §, sont résolus si paramétres multidimensionnels, deux a deux décorrélés, et
01 — 03] > 2 max (\/BCR((JI), \/BCR((QZ)). Cependant, il ne prend sus d’un processus gaussien.
Le but de cette communication est d’étendre la derniére ap-
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0\ _dlem); $
de déterminer la probabilité de résolution en utilisantaies avece; (6%,.¢;,.<t) = {em € RY| Z L < r} ,ou
proximations d’ensembles disjoints. 0 =t
r > 0ets > 0. E}(0,,,€,.¢,,) est une généralisation du
L iy hyper-ellipse correspondant au gas 2. Et de plus
2 Rappels et définitions R (60, e eh) = lim B2 (6, 55, 25) — lim B (egw eet).

Soitf; € R ety € R deux parametres a estimer a parter aprés ces proprletes tout hyper-rectan@lé@ 5?2)

des observationg € Q. Soitd = [91 92} un estimateur des est borné par les hypervolumges ( €, E m) et

paramétreg; etf,. Dans [11], le critére de résolution énonce E¢ (Ofn, €y s;;) qui convergentverg (O?n, Ems e;;) lorsque
gue I'estimateud peut résoudre les paramétiaset §; avec s tend vers l'infini. Cette propriété d’encadrement du hyper-
une probabilité de résolutioR, . si rectangle sera utile pour déterminer une valeurs approttiée

P — min (Pr (51 g e ]_A;AD Pr (52 0y e ]-A; A[)) la précision d’estimation et du seuil de résolution limite.

. Orta] o o - () 3.2 Précision d’estimation
ou A = —5-*. PuisqueA a été choisi tel que l'intersec-

tion entre les |ntervalle]§1 A0y + Alet]dy — A0, + Af La qualité premiéere d’'un estimateur est sa précision. Bn est
soit nulle, les estimées, et d, sont bien distinctes et sont res- Mation statistique, la pEeC|S|on d’un estimateur peut @esu-
treintes dans leur intervalle respectif avec une prokghiiau €€ par la fonctiomwg, ("mv Ems€ ) Pr (9 € R (6, Ws;))
moinsP,... Cependant I'extension aux cas de paramétres vegour tout estimateud,,, du paramétre’,. C'est la probabi-
toriels n'est pas unique et dépend de la forme des domaines dié que les estimées se restreignent dans un hyper-réetang
limitant les estimées de chaque paramétres. En effet,dteexi probabilité de résolutio®,., fixée , plus I'nyper-rectangle est
déja une approche proposée par Clark [12] pour des estinsateipetit, plus I'estimateud,,, sera précis. Par la propriété d’enca-
distribués suivant une loi gaussienne ou les domaines délimgrement (2), nous avons

tant les estimées sont des hyper-ellipses. Dans la suite,

{6y} _ ... , désigneraun ensemble de paramétres d'intéréts

(am € E (emiem > u)) < OG“ (9,” [ Em) <Pr (9,,1 € E? (emiem Et)) .
. _ ~ _ _ o (3)
aestlmerapartlr des observatignsar | esﬂmateu{em} L'extension de ce critére pour I'estimation d’un ensemige d

m=1,-,
Contrairement a [12], le but de cette communication estei’uhpparamétresgo — {(QQ)T . (gg)T}Tpar des estimateurs de
part de proposer une nouvelle définition de probabilité de ré T
solution dans le cas d’estimation de parametres mult|d+mertype0 = {01 ---01,} est définie par
sionnels, non nécessairement gaussiens, ni décorélés, fias N
des domaines hyper-rectangles et d’autre part d’étabtimen ~ Ogo (0,515*) = Pr( n 0., € R (6%, ¢, j;)) . 4
lation d’ordre au sens de mesure de probabilité entre les do-
maines hyper-rectangles et les domaines hyper-ellipsesgpe oy =-+ — [(sf*)T . (€7+)T] . L'équation (4) définit la
tant d’obtenir une méthode d’évaluation plus simpleRig.. - _ v ]
probab|llté que l'estimatel®? se restreigne aux ensembles

3 Nouvelle approche pour la résolution {Z(0%.€m €h)},,_,.. - Elle équivauta
multidimensionnelle Opo (8.27,8%) =Pr (0 e R(6"E"E)), ()
3.1 Approximation d’ensembles disjoints ol @ € R et R (6°,=~,E") est un hyper-rectangle dans

, RP4, En appliquant 'encadrement (3) dans (5), on obtient
Soit {e;%,},—1.... , €t {€m},1 .. , UN ENSEMble de vec-

teurs réels tel queJr € Rat ete Rq+ 1 <m < p.
On définit un hyper-rectangle, noBé( s Ema €)1 <m <
Dy PAR(6),.5,6) = {0m €RIVL < i < g, (8), — (65), € |~ ()5 (), [ }-
ou (0 ) désigne la'§™ composante du vected,,. Donc
R (69 e* &,,,) délimite un espace d’estimation pour le para-

m)TmTm

metreefn. Cette définition nous servira pour introduire la pré-
cision et la résolvabilité d'un estimateur. Ceci peut éérecrit

Pr (5 c B! (90,5-,E+)) < Ogo (’9\,5-7?) <Pr (@ € Ep (9‘%5-,?)2 .

6)
oUE! (6°,E~,E") etE? (9°,E-, E) sontdes hyper-ellipses
dansRP?. Cette relat|0n (6) sera utile pour évaluer numériqu-
ment la précision de I'estimatedlgo ( L2, :+)

I

3.3 Probabilité de résolution

par Puisque les données sont aléatoires en estimation sfaésti
R(85,.6e8) = {0m € RIVI < j < q, |(00), ~ (63,), - "5 < (&)}, il nous semble nécessaire de donner un critére de résolution

(ef) +(em). probabiliste. L'estimateuf peut résoudre les sources avec une
avecd (en); = (e},); — (€,,); €t(Em); = —5—.0n

probabilité de résolutio®,..s Si
peut etabhr la relatlon d ordre suwante

B} (69, c725) C R (. c765) € B (6h.c5h) . Pres = O (0.57.27) =Pr(( A 00 € (0} 2,,.1)
(2 (7)



ou{e,, 1., €t{eh 2. , SONtSOUMIS aux contraintes ol * est le produit de convolution et, (.) désigne la den-
sité de probabilité de la variable aléatojyedonnée par [14]

VZ#] R( R ;a Z)mR(ega ;7 j)ZQ (8) 7>\+Hi 1
e 20 by ; 4 )\ . N
La résolution est totale pouﬂrs |I existe un ensemble de vo- fx (X4, 07) = 207 (7% Io (\/ ) oulo (.) estla

lumes hyper- rectangle{g%( €+)}m . soumls aux fonction de Bessel modifiée d’ordee Notons que I'encadre-
contraintes (8) tel qUE, ., = 1 Cependant le support de la ment établi dans (6) devient de plus en plus étroit lorsgue
distribution des estimées est généralement non compact. F&/gmente. A notre connaissance, il n'existe pas dansdaditt
conséquent, la probabilifé..; est inférieure 4, elle dépendde ture une méthode d’évaluation &e (0 cF)(6°,E, :*))
plusieurs facteurs : le nombre d’observation, le rappgmali  |orsques > 2. Néanmoins, nous pouvons toujours détermi-
a bruit ou les volumes considérgg (0, ,,.e})} 1..p~ ner directemen®,., en intégrant numériquement sur le vo-
La resolutlon limite consiste a chercher le plus large eidem Jume hyper-rectangle la distribution des estimées lorsdige
{R( o m,ej@)}m:17,,,7p disjoint soumis aux contraintes (8) est connue. Pour les distributions gaussiennes multasyig,
pour une probabilité,..; fixée. peut étre évaluer numériqguement a I'aide de I'algorithnee pr
posé par [15].
3.4 Cas de distributions gaussiennes

L'évaluation analytique de (7) est complexe sauf en présencd Appllcatlon alalocalisation de sources
de I'expression analytique de la fonction de répartitiof e
timateurd. Malheureusement, cette fonction de répartitionn’es#.1  Performance asymptotique du maximum de
généralement pas accessible et nous avons au mieux une ex- vraisemblance conditionnel
pression explicite de la densité de probabilité@deUne mé-
thode alternative pour évaluer Pres est de calculer ledesica
ments proposés par (6). Notamment si I'estimateur est gauss
c-a-df ~ N (6° +b (6°),C (6°)) oti6° est la vraie valeur
des parametred, (00_) estle b|a|s.<_je lestimatedt et C (6°) . dérons le probléme d’estimation suivant : on souhaite local
sa mqtrlce de covariance. EAn Ut'!'s"’_‘m Iencadrement (Bou ser P sources lointaines a I'aide d’'un réseau Meantennes.
domaine hyper-ellipse peut étre écrit sous la forme Le modéle d'observation est(t) = A (00) s(t) + n(t) ol
E}(8°,27,8%) = {9 € R ||diag~" (E) (6 — 6° — E)||; < ,\} y (t) € C¥ sont les données collectées par le réseau d’an-
tenne a lnstant, 8° = [69 65 - GO]T € CP est le vec-

La localisation et la séparabilité des sources sont des pro-
blémes courants en traitement d’antennes motivées autdépar
par des usages militaires puis par des applications ciefits t
que le positionnement par satellites, la téléphonie moBibasi-

[x

= =4 E+ = _=2— E ;
avecs = A2 = etdiag (E) qui transforme ., qui contient les directions d arrivée des sourdesd) =
le vecteul= en une matrice dlagonale dont les éléments dlago[ (90) (90) B (90 )} c CNXP gst |]a matrice direction-
naux sont ceux du vecte. On peut démontrer que nelleeta(.) estle vecteurdirectionn@l(t) € R représentent
Pr(0€ B2 (0" ,8Y)) = Fo,, (Xi|diag* (B) (b (6") — £)||;.=),  les signaux émis par les sourcesteft) € CV est le bruit

de mesure. Les paramétres d'intérét sont les directiomid’ar
vée des sourced,, qui sont supposés inconnues et non aléa-
_ ) 51T [ o toire. On suppose que(t) ~ CN (0,0°Iy). Dans le cas du
variancess = [of---07,]" ou{o?},_,  sontles valeur s conditionnels((¢) est inconnu et non aléatoire), il est
propres de la matricgiag ! () C (00) dmg_1 (E).Remar- montré dans [16] que I'estimateur du maximum de vraisem-
guons que dans le cas ou I'estimat@wst non biais® (00) = blance déterminist@MVD suit une loi gaussienne a fort rap-
0 et I'intervalle d’erreur admissible est symétrique et céein  port signal sur bruit (RSB). Pour une série Henesures =
0°, i,e.,dE_:_ 0, al_ors la fonction de répartition s'écrit sous la [¢, ¢, ... ¢7]7 Byyp ~ A (e”, 2 [Re (DHPALD ® §T)]_1> ol
forme explicite suivante

ou Fg,, (z;u,v) est une extension de loi de khi deuxpa
degrés de liberté de paramétre de non centralifg3] et de

— T
(%)% Z Wk( )k D= [dz—(;) 6=69 dz—g)‘e:e)” N d‘;—g)) 9:9“} 8= %z‘;s(ti)SH (t7)
FQM ()\’07'/) = (9) _ _ \ 0 20 H 0y) 1 " 0 -
o [ AT k) etPa. =Ty — A (6°) (A (6°) A7 (6°) A (6").

i=1 °

_ _ 4.2 Simulations

i1 1Yr (i 1 .

aveCwy = > M, ourl(.) estla

7
G.T—’q

i in o ipg=k T1lintonl o Le but de ces simulations est de comparer le critére de réso-
fonction gamma. La forme générale de I'expressionFde,  lution proposé avec ceux exhibés dans la littérature. @énsi
est donné dans [13]. Malheureusement, cette expressish n’gons le cas d’une antenne linéaire et uniforme avee 2. Les
pas facile a programmer. Une méthode alternative numériqueux sources sont étroitement espacées def — 65 = kN
permettant d'évalueFy,  ()\; u, v) est d'utiliser sa densité de avec le nombre de capteuré = 32 et le parametrdc €
probabilité définie par {2,4, 8,16, 32}. Le vecteur directionnel s’écrit

Fay i) = fre (N ga,08) o5 i (Mg 0%,) (10) @ (8) = [1&7275m0) . gr2n(N=1sin(0)] T



s(t) = ,/RSTB [1 l]T. Nous définissons I'hyper-rectangle sy- probabilité de détectio®®; = 0.95 et pour les bornes infé-
rieures Bl et supérieures BS de notre critére de résolutien a
une probabilité de résolution de95 (Bl P = 0.95,BS P =
95).
Nous remarquons que, parmi tous les critéres mentionnés, le
X : . . critére proposé est le plus exigeant dans le sens ou il néces-
pour une séparation angulaire éldonnée. Comme on a men- _. ; ; s .

site un RSB important. Contrairement aux critéres de résolu

tionné a la section (3.4), I'évaluation our une dis- . ; ) ) . e
oo : (34) L & . tion classiques qui se focalisent uniquement sur la rébaité
tribution gaussienne est numériquement lourde et il est plu . s .
du probléme, notre critére permet non seulement de résoudre

s = 2 peuvent étre obtenue en intégrant la densité de probi(?s parametres mais également d'évaluer la precision eté-'e

I A mateur en restreignant les valeurs estimées dans les erv
bilité (10) qui s’écrit simplement dans ce cAg, ()\; 0, 02) = lumes susmentior?nés loyp

-3 (;1§+;15) \ ) .
e L 2rp(2 (% - %)) Nous montrons sur la figure

20102 0\7 o3 o 1
(1), 'encadrement dé,.., permettant de résoudre les sources5 Conclusion
distantes d&# = oz rad en fonction du RSB. Plus le RSB Nous avons proposé un critere de résolution qui permet de
augmente, plus la probabilité de résolutiBn,, augmente par caractériser les performances en résolution d’'un estimate

déduction de ces deux bornes. La figure (2) compare les diprésence de plusieurs parametres. Nous avons illustrglifap
cabilité de notre critére de résolution sur un probléme de lo

métriqueE~ = 2+ = [ g]T pour P,., (7) tel que les esti-
mées pour chaque parametre appartient a un intervallertisjo
Il s’agit de trouver le RSB minimal permettant de résoudre™

les sources avec une probabilité de résolutiop, = 0.95

L'encadrement de la probabilité de résolution P calisation de sources ou nous avons mis le lien entre le RSB
res minimal permettant de séparer les sources et la distanee sép
1 rant les sources.
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