
Estimation bayésienne de la corrélation de Green; application à
l’estimation passive de distances inter-capteurs

Rémy Vincent1,2, Régis Perrier1, Mikael Carmona1, Olivier Michel2

1CEA, Leti, 38054 Grenoble, France
2Univ. Grenoble-Alpes, Gipsa-lab, F-38000 Grenoble, France

prenom.nom@cea.fr –- prenom.nom@gipsa-lab.grenoble-inp.fr

Résumé – Un algorithme de régression polynomiale par morceaux est appliqué sur une corrélation de Green, fonctionnelle
caractéristique d’un milieu de propagation linéaire. Cet outil, récemment introduit, ouvre de nouvelles perspectives pour le
contrôle non destructif de structures et la localisation d’un réseau de capteurs, à partir de sources d’opportunités (dont les
positions et le contenu spectral en temps et en espace sont non contrôlés). Dans les travaux présentés nous montrons comment
un paramètre essentiel tel que la distance entre deux capteurs peut ainsi être estimé à partir de la corrélation de Green.

Abstract – A piecewise bayesian polynomial regression algorithm is used against the Green correlation of a linear propagation
medium. This tool has never been used before in the passive estimation context while it offers promising perspectives for Stuctural
Health Monitoring applications (SHM) using uncontrolled sources of opportunity. In this work, we focus on retrieving inter-sensor
distances.

1 Formulation du problème

Estimer la distance qui sépare deux capteurs est une prob-
lématique aux applications variées telles que le Contrôle
Non Destructif de structure et le SHM ou encore la local-
isation d’un réseau de capteurs. Récemment, une tech-
nique d’estimation a été proposée dans ces optiques, dans
un contexte « passif » pour des ondes acoustiques aéri-
ennes dans un milieu confiné, voir [13, 14]. L’identification
d’un paramètre est dite « passive » si l’estimation est réal-
isée à partir de l’information apportée par des sources non
contrôlées par l’utilisateur (localisation, contenu spectral
en temps et en espace), ce qui empêche donc l’utilisation
des techniques actives classiques telles que TDOA ou RSSI
pour estimer un temps de propagation par exemple [2].

La faisabilité de l’approche en acoustique aérienne est
étudiée dans [4, 5]. En acoustique aérienne confinée, la
fonction de Green G (généralisation d’une réponse impul-
sionnelle h(t) en temps et en espace) entre les points x1

et x2, est reliée à la corrélation de Green CG (générali-
sation de l’inter-corrélation des réponses impulsionnelles
h(t) ∗ h(−t)) par la relation suivante :

G(t,x1,x2) ∝ ∂3

∂t3
CG(t ≥ 0,x1,x2) (1)

Dans l’état de l’art [1, 3, 10], des techniques expliquent
comment estimer CG à partir de sources d’opportunité,
auquel cas l’identité (1) est employée pour construire un
estimateur Ĝ de la fonction de Green entre deux capteurs.
Ensuite, des paramètres tels que le temps de propagation

t1 entre les deux capteurs (ou de manière équivalente la
distance inter-capteurs, à vitesse de propagation connue)
peuvent être extraits de Ĝ. La Figure 1 illustre ceci.
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Fig. 1: Présentation du problème. (a) Corrélation de
Green estimée. (b) Fonction de Green estimée
à partir de (a), par application de l’estimateur
(1). (c) Fonction de Green théorique. Les patchs
plus ou moins foncés indiquent l’emplacement
des temps de propagation t1, . . . , t4, . . .

Une étude de performances de l’estimation passive du
temps de propagation en acoustique aérienne confinée est
présentée dans [15]. Une extension de la borne de Cramér-
Rao est proposée et quantifie l’amélioration attendue des
performances si l’estimation de paramètres était réalisée à
partir de la corrélation de Green plutôt qu’à partir de la



fonction de Green, l’idée sous-jacente étant de ne pas subir
la propagation des erreurs qui accompagnent la chaîne
d’estimateurs présentée plus haut.

L’objectif de cet article est donc de présenter une telle
approche, qui permettra d’estimer dans un contexte pas-
sif la distance entre deux capteurs à partir de la corréla-
tion de Green du milieu de propagation. Nos travaux
s’appuient sur un modèle récemment obtenu de la corréla-
tion de Green, voir [5]. En régime de propagation hautes
fréquences, la fonction de Green peut être modélisée par
un ensemble de retards associés à des amplitudes décrois-
santes dues à l’atténuation causée par la propagation,

G(t,x1,x2) =
∑
i

aiδ(t− ti). (2)

Ainsi, comme présenté dans [5], par l’intégration triple
de (1), la corrélation de Green CG(t,x1,x2) peut être mod-
élisée par un polynôme d’ordre 2 par morceaux,

CG(ti+1 ≥ t ≥ ti,x1,x2) = ait
2 + bit+ ci. (3)

En possession de ce modèle de la corrélation de Green,
le problème peut être approché par une méthode de ré-
gression polynomiale d’ordre 2, par morceaux, où les rup-
tures entre les morceaux sont des paramètres à estimer.
Pour ce faire, et contrairement au protocole présenté dans
l’introduction, voir l’équation (1), l’approche suivie tire
partie d’a priori sur les données (des lois modélisant les
paramètres et le bruit de mesure) et place l’approche dans
un contexte d’inférence Bayésienne. La densité de prob-
abilité de la position des ruptures sera estimée par un
processus de type « Markov Chain Monte Carlo » [9].

L’algorithme employé est inspiré de plusieurs travaux
récents, voir [16, 12, 7]. Dans l’algorithme présenté, la
dimension du modèle est fixée (le nombre de ruptures et
l’ordre des polynômes n’évoluent pas). En revanche, nous
considérons un résidu d’estimation hétéroscédastique car
provenant d’une estimation de corrélation à temps fini et
qui a donc une variance qui dépend du retard considéré.

2 Modèle Bayésien hiérarchique

2.1 Modèle des données

La corrélation de Green est donc modélisée par un polynôme
d’ordre 2 de K morceaux, dont les ruptures sont les temps
de propagation t = [t1, . . . , tK−1] permettant de constru-
ire la matrice de design S, telle que :

y = Sβ + w (4)

où

y ∈ RN , observations
S ∈ RN×3(K+1), matrice de design
β ∈ R3(K+1), coefficients polynomiaux
w ∈ RN , résidu d’estimation.

Les y sont les échantillons d’une corrélation estimée. Le
résidu d’estimation w est hétéroscédastique et peut être
modélisé par une loi normale,

w[n] ∼ N (0,
σ2

fs
n), n = 1 . . . N (5)

où fs est la fréquence d’échantillonnage, auquel cas la
vraisemblance du modèle s’écrit

L(y|θ) =
1

(2π)N/2

1

σ

√
fs
N !

exp(− fs
2σ2

wΛ−1wt), (6)

où θ sont les paramètres du modèle et Λ = diag(1, . . . , N).

2.2 Lois a priori sur les paramètres
Il est intéressant de modéliser les coefficients β à l’aide un
g-prior conjugué à la vraisemblance, celui-ci entrainant
entre autre une invariance de la densité posteriorieure au
changement d’échelle de la base de régression, voir [16] :

p(β|t, σ2, g) ∼ N
(

0, gσ2[StΛS]−1
)
, (7)

où des a priori peu informatifs (de Jeffrey) sont choisis
pour les hyper-paramètres que sont la variance du résidu
d’estimation σ2 et g (ici, des lois inverse-gamma avec des
paramètres étalant fortement les densités).

2.3 Densité cible
Nous proposons d’estimer la densité p(t, g|y), la distribu-
tion jointe de g avec les positions des transitions entre les
morceaux. Elle est obtenue en marginalisant la distribu-
tion a posteriori des paramètres, p(t,β, σ2, g|y), grâce à
la loi de Bayes :

p(t, g|y) = p(t)p(g)

∫
L(y|t,β, σ, g)p(β|σ, g)p(σ)dβdσ.

La distribution a posteriori marginalisée obtenue est

p(t, g|y) ∝ p(t)p(g)(1 + g)−
3(K+1)

2[
yT Λ−1{1N −M}y

]N
2

, (8)

où

M =
g

1 + g
S[ST Λ−1S]−1ST Λ−1. (9)

Cette densité ne permet pas de déduire l’expression an-
alytique d’un estimateur Bayésien classique t. Un algo-
rithme de type MCMC [9] est donc employé pour échantil-
lonner cette distribution (voir section 3). Les paramètres
d’intérêt t seront estimés en allant extraire le maximum a
posteriori (MAP) sur les densités estimées.

3 Algorithme m.c.m.c.

3.1 Description de l’algorithme
Une chaîne de Markov est construite avec pour cible sta-
tionnaire la densité p(t, g|y), voir l’algorithme 1. Dans



cette chaîne, le seul mouvement à définir est la mise à
jour des K ruptures t = {t1, . . . , tK}, décrit dans la sec-
tion 3.2. Ce mouvement est accepté avec la probabilité α
proposée par Hastings [9] et que Peskun [11] prouve être
à variance asymptotique minimale,

α = min{1, p(t
∗, g∗|y)

p(t̂, ĝ|y)
× p(t̂, ĝ)

p(t∗, g∗)
}, (10)

où t∗, g∗ sont les paramètres mis à jours durant le mou-
vement et t̂, ĝ étaient les valeurs des paramètres au début
du mouvement. Dans ce ratio, p(t∗, g∗|y) et la probabilité
p(ti) sont présentées dans les équations (11), (14).

L’estimation est effectuée après une période de chauffe
de nburn in (choisi empiriquement) mouvements de la chaîne
acceptés. Les variations d’une quantité centrale au prob-
lème : yT Λ−1{1n −M}y, sont exposées Figure 2.

Tant que ( n ≤ nest + nburn in ) faire
- mise à jour aléatoire d’une rupture ti
- mise à jour des paramètres
- calcul du score obtenu avec la modification
- mouvement accepté avec la probabilité α
Si ( mouvement accepté) alors

- incrémenter n
Si ( n ≥ nburn in ) alors

- ajouter l’échantillon à p̂(t|y, k)
Fin Si

Fin Si
Fait

Algorithme 1: évolution de la chaîne

3.2 Mise à jour des paramètres
La rupture ti à mettre à jour est choisie uniformément
parmi le jeu de ruptures. La nouvelle valeur est le ré-
sultat d’un déplacement aléatoire à partir de la position
précédente. Par exemple,

t∗i = t̂i +N (0, N/L). (11)

où L = 200 dans notre cas, choisi empiriquement afin de
contrôler le temps de calcul.

Après cette mise à jour, les autres paramètres du mod-
èle doivent être mis à jour en conséquence pour évaluer
la qualité du mouvement. En particulier, pour obtenir la
probabilité d’acceptation α, il faut échantillonner un nou-
veau g, obtenu ici par un échantillonnage de type « par-
tially collapsed Gibbs sampling », de σ2 puis de β :

- tirage de σ2 suivant :

σ2|y, t, g ∼ IG
(n

2
,

1

2
(yT Λ−1{1n −M}y)

)
(12)

- tirage de β suivant :

β|y, σ2, t, g ∼ N
(
My, σ2 g

1 + g
S[ST Λ−1S]−1)

)
(13)

- tirage de g suivant :

g|σ2, t,β ∼ IG
(
A+

3K

2
, B+

1

2σ2
βTST Λ−1Sβ

)
(14)

où A = 1, B = 100 sont fixés empiriquement, témoignant
un a priori peu informatif sur g.

4 Résultats de simulations
L’algorithme est appliqué sur l’exemple de simulation 1,
dans une configuration où la triple dérivation de la cor-
rélation estimée à faible SNR ne permet pas d’estimer les
temps de propagation, voir Figure 3 (a’).

Dans une première étape « de calibration », la période
de burn-in occupe 5000 mouvements acceptés de la chaîne;
les densités cibles sont estimées sur les 10000 mouvements
acceptés suivants. Pour initialiser cette étape, le nombre
K de ruptures recherché est fixé à 8, au-delà de la valeur
attendue (contexte physique) et les positions initiales des
ruptures sont uniformément réparties sur [0, N ]. Les ré-
sultats de cette étape sont montrés dans la figure 3. Il est
ainsi visible que les ruptures (b) et (c) présentent une vari-
ance bien plus grande que les autres, ce qui signifie que le
positionnement d’une rupture dans ce voisinage influence
peu la reconstruction (puisqu’aucune position n’est plus
vraisemblable qu’une autre). Une règle empirique conduit
donc à éliminer ces deux ruptures ou à les recombiner (à
l’instar de ce que tendrait à faire une méthode de sélec-
tion automatique de modèle comme le Bayes Factor ou un
algorithme de Reversible-Jump MCMC).

Dans une seconde étape « d’estimation » de t et β, la
période de burn-in occupe seulement 1000 mouvements de
la chaîne, puisque cette dernière est initialisée à partir des
résultats de l’étape de calibration: K est réduit à 6 et les
temps initiaux des positions des ruptures sont les valeurs
maximales a posteriori des densités estimées à l’issue de la
calibration. Les résultats sont représentés sur la figure 4.
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Fig. 2: Convergence de yT Λ−1{1n − M}y pendant la
période de burn-in.

Les temps de propagation sont correctement estimés,
dans un contexte où la triple dérivation de la corrélation
de Green, voir l’équation (1), estimée n’aboutit à aucun
résultat. En revanche, les trois ruptures proches t5, t6, t7
ne sont représentées que par une seule rupture; la forme
de la corrélation montre que l’ajout de ruptures dans ce
voisinage ne contribue pas significativement à augmenter
la vraisemblance (6). Le caractère hétéroscédastique du
bruit de modèle ayant été intégré dans la modélisation des
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Fig. 3: Calibration. (a) Corrélation de Green cible. (a’)
Corrélation de Green estimée. (b) - (i) Distribu-
tion a posteriori des positions des ruptures.
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Fig. 4: Estimation. (a) Corrélation de Green cible. (b)
- (f) Distribution a posteriori des positions des
ruptures. (a’) Corrélation de Green reconstruite
en utilisant l’estimation MAP.

données, la variance des densités estimées n’augmente pas
avec le temps. Enfin, la corrélation de Green reconstruite,
théoriquement de classe C1, n’est pas continue car aucune
contrainte de continuité n’a été définie dans l’algorithme.
Dans les travaux futurs, l’intérêt de cette contrainte de
continuité dans le protocole de régression sera évalué.

5 Conclusion

Dans cet article, nous exploitons les résultats récents sur la
modélisation de la corrélation de Green, nous proposons
un algorithme MCMC pour l’estimation dans un cadre
bayésien hiérarchisé des paramètres physiques du mod-
èle. C’est un angle d’approche nouveau et prometteur;
l’estimation des temps t caractérise la géométrie du mi-
lieu de propagation dans un contexte passif.

L’extension immédiate de ces travaux doit porter sur
l’introduction dans le modèle d’un processus de vie/mort
permettant d’estimer K.
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