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Résumé — La plupart des algorithmes existants de décomposition Canonique Polyadique (CP) nécessitent de connaitre
préalablement le rang du tenseur et sont sensibles & une surestimation de ce dernier. La particularité de la méthode proposée
dans cet article est d’estimer simultanément le rang et les matrices de facteurs du tenseur. Alors que 'optimisation de la norme
nucléaire engendre généralement un cott de calcul prohibitif, la méthode proposée repose sur la minimisation d’une métrique
moins colteuse exploitant la parcimonie de groupe dans un domaine transformé. Une évaluation de notre méthode sur données
simulées et réelles (issues de spectroscopie par fluorescence) montrent U'intérét de 'approche vis & vis des algorithmes classiques
de décomposition CP.

Abstract — A new and robust method for low rank Canonical Polyadic (CP) decomposition of tensors is introduced in this
paper. The proposed method imposes the Group Sparsity of the coefficients of each Loading (GSL) matrix under orthonormal
subspace. By this way, the low rank CP decomposition problem is solved without any knowledge of the true rank and without
using any nuclear norm regularization term, which generally leads to computationally prohibitive iterative optimization for large-
scale data. Our GSL-CP technique can be then implemented using only an upper bound of the rank. It is compared in terms
of performance with classical methods, which require to know exactly the rank of the tensor. Numerical simulated experiments
with noisy tensors and results on fluorescence data show the advantages of the proposed GSL-CP method in comparison with

classical algorithms.

1 Introduction

Le développement de méthodes de décomposition de ta-
bleaux multi-dimensionnels suscite toujours autant d’at-
tention, notamment d’un point de vue applicatif. Le modele
de décomposition Canonique Polyadique (CP) de rang
faible est sans nul doute le plus célebre [1]. Il est gran-
dement utilisé en traitement du signal [2] et en traite-
ment d’image [3]. Depuis les travaux pionniers d’Harsh-
man [4], beaucoup d’algorithmes ont été proposés afin de
calculer la décomposition CP. Parmi eux, 'ALS (Alterna-
ting Least Squares), présenté simultanément par Carroll
et Chang [5] et par Harshman [4], est le plus célebre. Plu-
sieurs modifications ont été apportées afin d’améliorer son
comportement. Par exemple, la procédure ELS (Enhan-
ced Line Search), basée sur une extrapolation sophistiquée
permet d’éviter certains minima locaux et d’accélérer la
convergence [6]. Malgré les bons résultats pratiques de la
technique ELS-ALS, aucune minimisation globale de la
fonction objective d’attache aux données n’est assurée.
Plus récemment, une méthode semi-algébrique, a savoir
la méthode DIAG (DIrect AlGorithm for CP decompo-
sition), a été proposée [7]. Au lieu de minimiser la fonc-
tion d’attache aux données de I’ALS, la décomposition
CP est reformulée comme un probleme de diagonalisation
conjointe par similarité de matrices [8], suivi d’une étape

d’approximations tensorielles de rang 1.

Les méthodes mentionnées ci-dessus requierent une es-
timation préalable du rang. Toutefois, une telle estima-
tion peut étre difficile par exemple pour des Rapports Si-
gnal & Bruit (RSB) faibles. D’un autre c6té, estimer si-
multanément le rang et les matrices de facteurs du ten-
seur n’est pas tache facile tant les problemes de minimi-
sation de rang sont généralement NP-difficiles. Certains
chercheurs ont alors proposé d’utiliser la norme nucléaire
[9], définie comme la somme des valeurs singulieres, afin de
servir d’enveloppe convexe de la fonction de rang [10]. Ce-
pendant, la minimisation de la norme nucléaire engendre
généralement un cout de calcul prohibitif pour 'analyse
de données de grande taille telles que les vidéos [11].

Dans ce papier, nous proposons la méthode R-CPD (Ro-
bust low rank CP Decomposition) pour le calcul d’une
décomposition CP de rang faible. Nous utilisons une me-
sure du rang proposée par Shu et al. [11] pour des matrices
de rang faible. Cette métrique exploite la parcimonie de
groupe dans un domaine transformé. Par ailleurs, elle ad-
met pour borne inférieure la norme nucléaire et possede le
méme minimum global que cette derniere [11]. Nous pro-
posons donc de reformuler le probleme de décomposition
CP de rang faible a 'aide de cette métrique. Ceci nous
permet de résoudre le dit probleme sans aucune connais-



sance a priori du vrai rang. Des simulations numériques
et des résultats sur données issues de spectroscopie par
fluorescence [1] montrent les avantages de la méthode R-
CPD sur les algorithmes ALS [4], ELS-ALS [6] et DIAG
[7]. Bien que 'approche R-CPD est ici présentée pour des
tenseurs d’ordre 3, elle peut étre facilement généralisée
aux ordres supérieurs.

2 Notations et préliminaires

Tout au long du papier, nous représenterons les tenseurs
par une lettre calligraphique en gras, e.g. A, les matrices
par une lettre majuscule en gras, e.g. A, les vecteurs par
une lettre minuscule en gras, e.g. a, et les scalaires par une
lettre minuscule, e.g. a. Par ailleurs, ® et ® désigneront
respectivement les opérateurs du produit de Khatri-Rao et
de Kronecker. La i-ieme matrice de dépliement du tenseur
A sera représentée par A9, Le produit scalaire de X et Y,
supposant que les deux tenseurs ont mémes dimensions,
est défini par :
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Soit X une matrice de R"*", Xi): désignera la i-ieme ligne
de X. La vectorisation de X est notée vec(X) € R™"*1,
Les normes nucléaire et mixte de X sont respectivement
représentées par || X||. et || X]|2,1, avec :

X201 => (| (Xi;)? =2Tr[X"®X]

ou T'r[.] désigne 'opérateur de trace et ® une matrice dia-
gonale avec ®;; = 1/,/>7_ (X

ieme composante de ®. Comme le dénominateur de ®; ;
peut étre égal ou proche de zéro, il est nécessaire d’ajouter

une petite valeur e telle que ®; ; = 1/(1/37_; (Xi ;)2 + £).

i.7)? représentant la (4,7)-

3 La méthode R-CPD

La décomposition CP de rang R d’'un tenseur T €
RN1xN2xNs gt définie par :

R
T=A+B=) fMof?oft® 1B (1)
r=1
ohl)B € RNll)XN2XN3 est un tenseuQr) de bruit. Soiegr}t F 5
£ VL FE@ = 1 e et FO) = 18 )]
les trois matrices de facteur du tenseur .A. Les matrices
A = FO (FG) o F@)T AR = FO) (FG) o F)T
A®) = FO) (FAoFM)T désignent alors les trois matrices
de dépliement de A. Sans perte de généralité, nous sup-
poserons dans la suite que N1 < Ny < N3, et que R < Ny
puisque nous traitons de tenseurs de rang faible.

3.1 Formulation du probléme

Une caractéristique distinctive de la méthode R-CPD
est d'imposer la contrainte de rang faible directement sur
les matrices de facteur F(). D’ot la fonction de cotit que
nous proposons de minimiser dans ce papier :

3
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D’apres [12, theorem 1], la norme nucléaire || X]|, peut étre
utilisée comme enveloppe convexe de rang(X). Néanmoins,
elle ne peut pas garantir a la fois un rang faible et la par-
cimonie de X si cette matrice satisfait les deux propriétés.
Voyons alors quelle autre métrique utiliser [11] :

Lemme 1. Considérons une matrice A € R™*™ telle
que m > n, sa décomposition en valeurs singulieres et sa
décomposition dans une base orthonormée sont désignées
par A = USVT et A = Da, ou D € R™*", a« € R"*"
et D™D =1, sans perte de généralité. Les minima respec-
tifs des mesures de parcimonie de groupe, a savoir row-0
and row-1, de A par rapport a o telles que A = Da et
D™D =1,, correspondent a rang(A) et ||A]..

Rappelons que la norme row-0 de « est le nombre de lignes
non nulles de a tandis que row-1 désigne la norme mixte,
ie. ||a|lrow—1 = |||l2,1. Nous pouvons alors facilement
démontrer la proposition suivante :

Proposition 1. Soit F € R™*™ yne matrice de rang R
telle que m > n. On a alors :

[DD'F|. < |D"F|j21 (3)

ot D € R™*™ est une matrice orthogonale quelconque.

Sin = m, alors on a DD™ =1 et la proposition 1 implique
|F|l. < |DTF||2,;. D’autre part, quand D est la matrice
identité, I'inégalité (3) devient ||F|. < ||F||2,1. D’apres le
lemme 1 et la proposition 1, il est alors possible de mini-
miser la norme nucléaire en minimisant la norme mixte,
qui assurera les propriétés de rang faible et de parcimonie
de groupe dans la direction des lignes. Nous pouvons de ce
fait reformuler le probleme de minimisation (2) comme :

min Z |ID DO'F
F() F(2) () 4

ot les matrices D sont carrées, othogonales et quel-
conques.

FOl1  tq. T=A+B (4)

3.2 Optimization scheme

Ecrivons le lagrangien augmenté correspondant a (4) :

3
LEFDY) = Z 2)\iTT[(D(i)TF(i))T<I)(i) (D(i)TF(i))}
=1
T = A+ SIT = Al (5)



ou A\; et Y désignent respectivement les parametres de
pénalité et le multiplicateur tensoriel de Lagrange. La
fonction £ est ensuite minimisée a 1'aide de la méthode
décrite dans [13], adaptée de ’TADMM (Alternating Di-
rection Method of Multipliers) [14]. Plus particulierement,
Iestimée de la premiere matrice de facteurs obtenue a la

(k + 1)-itme itération, ng)ﬂ),

tout d’abord le gradient de £ par rapport a F .

est calculée en annulant

(9(;?_1) =2,DW@WDW FW 4y FD(FE) o FO) (F®
SF) — (YD) 4T (FO 6 F@) — 0 (6)

On utilise ensuite le fait que AX 4+ XB = C implique,
d’apres I'équation de Lyapunov :
vee(X) = (I@ A +B"®1) 'vec(C) (7)
D’ou :
(1) (1)
vee(F(y),)) = (1& (2, DM e"DO))

—1
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méme maniere :
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La mise a jour du multiplicateur de Lagrange est quant-
a-elle donnée par :
(11)

Vg1 = Vi +un(T — Ageyr))

4 Résultats

Deux types d’expériences sont considérées afin de mon-
trer U'intérét de I’approche R-CPD. Alors que la seconde
exploite des données réelles de spectroscopie par fluores-
cence d’acides aminés [1], la premiere repose sur 'utilisa-
tion de données simulées de la maniere suivante :

T_ A B

T4 T8l

ou le parametre o controle le RSB défini par RSB =
—20log;o(o). A noter que le tenseur A € RN1xN2xNs
de rang R est généré a partir de matrices de facteurs
F() ¢ RV:¥E tirées aléatoirement suivant la loi normale.
Le tenseur de bruit B est également gaussien. La qualité
d’estimation des trois matrices de facteurs F(?) du tenseur

A est étudiée par le biais de la mesure a définie par les
équations [15, (41)] et [15, (42)].

(12)
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FIGURE 1 — Décomposition CP en fonction de R > R.

4.1 Expérience sur des tenseurs simulés

Le comportement de R-CPD est étudié sur des ten-
seurs simulés de taille (100 x 100 x 100) et comparé a
celui de I’ALS [4], de TELS-ALS [6] et de DIAG [7]. Cette
expérience vise a analyser l'influence d’une surestimation
R du rang R utilisée comme initialisation des quatre algo-
rithmes. Ces derniers sont arrétés dés que 'erreur relative
normalisée de la fonction de coiit est inférieure & 107% ou
que le nombre d’itérations dépasse 1000. La loi normale
est utilisée pour initialiser les matrices de facteurs.

La figure 1 montre la mesure o moyennée sur 50 réalisa-
tions de Monte Carlo en sortie des quatre algorithmes,
pour différentes valeurs de R > 5 alors que la vraie valeur
du rang R est de 5. Le RSB est choisi égal a 10 dB. Toutes
les méthodes semblent bien fonctionner si R = R est utilisé
comme initialisation. Par contre, seuls DIAG et R-CPD se
montrent robustes a une surestimation de R.

4.2 Expérience sur données réelles

Dans cette expérience, les quatre algorithmes sont ap-
pliqués a des données de spectroscopie par fluorescence
(excitation 240-300 nm, émission 250-450 nm, intervalles
de 1nm) mesurées sur cing échantillons faits main & partir
d’un spectrofluorometre PE LS50B [1]. Chaque échantillon
contient différentes quantités de tyrosine, tryptophan et
phenylalanine dissouts dans un tampon phosphate. Le ta-
bleau d’ordre trois résultant est de taille (5 x 61 x 201).

La figure 2 montre les facteurs du mode émission cal-
culés pour R = 3 et R = 5 utilisés comme initialisation
alors que le véritable rang R du tenseur est 3. La premiere
ligne montre un bon comportement des quatre méthodes
lorsque le rang est parfaitement estimé. Par contre, seuls
DIAG et R-CPD permettent d’estimer avec précision les
facteurs attendus pour un rang surestimé égal a 5 comme
le montre la seconde ligne. Enfin, seule R-CPD n’estime
pas de facteurs fantomes.

5 Conclusion

Ce papier présente une méthode de décomposition CP
de tenseur, nommée R-CPD, qui permet d’estimer simul-
tanément le rang et les matrices de facteurs du dit tenseur.
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FIGURE 2 — Estimation of emission factors for different initialized ranks.

Une mesure du rang promouvant la parcimonie de groupe
dans un domaine transformé est préférée a la norme nu-
cléaire, assurant un cotit de calcul moindre. La supériorité
de R-CPD sur des algorithmes classiques de la littérature
est illustrée a la fois sur données simulées et données réelles
dans le contexte de surestimation du rang.
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