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Résuḿe –Nous nous intéressons dans ce travail au problème de mesure de la similarité entre deux signaux. Nous présentons unemesure basée
sur l’opérateur quadratique de Teager-Kaiser utilisé entraitement de la parole. Comparé à la fonction d’intercorrélation, cet opérateur exploite
les signaux point à point et leurs dérivées premières etsecondes pour mesurer le degré de leur interaction. Nous présentons une analyse théorique
de cette mesure et nous l’illustrons sur des signaux synthétiques.

Abstract – This paper focuses on the similarity measure between two signals. A new measure based on the Teager-Kaiser energy operator, used
in speech processing, is presented. Compared to intercorrelation function, this operator exploits the first and secondderivatives of the signals to
quantify the degree of their interaction. This measure considers both the signal samples (point to point comparison) and its derivatives (signal
general shape and neighborhood of the samples). Theoretical analysis of this measure is presented and illustrated on synthetic signals.

1 Introduction

La notion de mesure de similarité intervient dans de nom-
breux domaines et applications tels que le traitement du si-
gnal, l’apprentissage statistique (Machine Learning), lafouille
de données, les sciences cognitives ou la psychométrie [1]. La
mesure de similarité, par exemple entre deux signaux, consiste
à quantifier le degré de ressemblance entre ces deux séquences.
Le degré de ressemblance, appelé également degré de simili-
tude, est maximum quand les deux signaux à comparer sont
identiques. Nous pouvons citer comme applications de la me-
sure de similarité le calcul de temps de retard en Radar et en
Sonar, la détection d’un signal connu dans un bruit (filtrage
adapté) ou la classification des séries temporelles. Un des en-
jeux, dans ces domaines, est comment choisir ou concevoir la
mesure de similarité la plus adaptée aux données. Parmi les
mesures utilisées nous pouvons citer la distance euclidienne, la
fonction d’inter-corrélation ou la déformation temporelle dy-
namique (DTW pour Dynamic Time Warping) [1]-[6]. Ces me-
sures permettent de localiser les domaines de temps (espace,. . . )
où, par exemple, deux signauxx(t) et y(t) se ressemblent. La
mesure euclidienne est la plus utilisée, mais, malgré sa sim-
plicité elle n’est pas robuste aux distorsions des données telles
que l’effet d’échelle ou le décalage en temps [5]. Compar´ee
à la distance euclidienne, la mesure DTW est plus robuste au
décalage en temps mais reste couteuse en temps de calcul [6].
Comme la distance euclidienne, la fonction d’inter-corrélation
compare les signauxx(t) et y(t) point par point mais elle est
essentiellement efficace si le lien entre les signaux est linéaire.

La plupart des mesures de similarité sont essentiellementbasées
sur les valeurs des échantillons des signaux. Ainsi les informa-
tions relatives à la forme du signal et au voisinage des échantillons
ne sont pas prises en compte. En général, des informationsre-
latives à la dynamique des signaux telles que leurs dériv´ees
premières sont peu exploitées dans les mesures de similarité
[5],[7]. Nous montrons dans ce travail comment de telles infor-
mations peuvent être exploitées en utilisant un opérateur qua-
dratique d’énergie issu de l’opérateur de Teager-Kaiser[8] uti-
lisé en traitement de la parole [9] et qui est basée sur les valeurs
des échantillons du signal ainsi que ses dérivées premi`ere et se-
conde [10]-[11].

2 Opérateur d’ énergie croiśee :ΨB

L’opérateur d’énergie croiséeΨB est une extension de l’opérateur
non-linéaire de Teager-Kaiser [8], aux signaux complexes[10].
Basé sur les crochets de Lie, cet opérateur quadratique est bien
adapté pour mesurer l’interaction instantanée entre deux si-
gnaux complexes [11]. L’opérateurΨB est également lié à l’in-
tercorrélation,Rxy(t, τ) des signauxx(t) ety(t) [10] :

ΨB(x(t), y(t)) = −∂2Rxy(t, τ)
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ΨB est une forme bilinéaire symétrique et réelle,

ΨB(x(t), y(t)) = 0.5[ΨC(x(t), y(t)) + ΨC(y(t), x(t))] (2)

etΨC(x(t), x(t)) = ΨB(x(t), x(t)) est sa forme quadratique :



ΨC(x(t), y(t)) = 0.5[ẋ∗(t)ẏ(t) + ẋ(t)ẏ∗(t)]

− 0.5[x(t)ÿ∗(t) + ẍ∗(t)y(t)] (3)

La relation (1) montre queΨB mesure l’énergie croisée entre
deux signaux et ainsi toute représentation temps-fréquence, telle
que la fonction d’ambiguité ou la distribution de Wigner-Ville
croisée, basée sur l’intercorrélation, est égalementliée à cet
opérateur [12].

3 Similarit é de signaux parΨB

Nous allons montrer que l’opérateurΨB(x(t), y(t)) permet
de mesurer le degré de similarité entre deux signauxx(t) et
y(t). Plus précisément, nous nous limitons au cas de deux si-
gnaux dont le second est une version amplifiée avec un gainα
et retardée d’un tempsτ du premier. Pour la construction de
la mesure de similarité nous utilisons le degré moyen d’inter-
action au cours du temps entrex(t) et y(t − τ) introduit dans
[13]

Exy
B (τ) = lim

T→∞

1

2T

∫ T

−T

ΨB(x(t), y(t− τ)) dt (4)

Nous allons prouver que la valeur deΨB(x(t), α0y(t − τ))
indique à quel point nous nous approchons du cas oùx(t) et
αy(t− τ) sont proportionnels c’est à dire où

∃α ∈ R/∀t, x(t) = αy(t− τ) (5)

Pour cela, nous choisissons de mesurer l’écart total ou l’erreur
entrex(t) et α0y(t − τ) par la sortie de l’opérateurΨB pour
le signal erreurz(t) = x(t) − α0y(t − τ) où le gainα0 est
choisi de façon à minimiserΨB(z(t), z(t)). Ce choix du critère
du signal d’erreur est justifié par le fait que si la relation(5) est
vérifiée, alors la valeur minimale de l’opérateur, notéEzmin

,
vaut zéro. Elle est obtenue pourα = α0

Ezmin
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α
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oùT est la durée du signal.

Pour simplifier, nous supposons quex(t) ety(t) prennent leurs
valeurs dansR. Donc l’opérateur s’écrit :

ΨB(x(t), y(t)) = ẋ(t)ẏ(t)− 1

2
[x(t)ÿ(t) + ẍ(t)y(t)] (7)

Théorème
Soientx(t) ety(t) deux signaux de classeC2 . x(t) ety(t) sont
parfaitement similaires si

ξxyB (τ) =
[Exy

B (τ)]2

Exx
B (0)Eyy

B (0)
= 1

Preuve:

La sortie instantanée de l’opérateur pourz(t) s’écrit :

ΨB(z(t), z(t))=ΨB(x(t), x(t)) + α0
2ΨB(y(t− τ), y(t− τ))

−2α0ΨB(x(t), y(t− τ)) (8)

En utilisant les relations (4) et (8) nous obtenons

Ezz
B (τ) = Exx

B (0) + α0
2Eyy

B (0)− 2α0E
xy
B (τ) (9)

Cherchons la valeur du gainα0 qui minimiseEzz
B (τ) ; ce qui

revient à calculer la dérivée partielle suivante :
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En utilisant les relations (9) et (11), la valeur optimale dela
sortie de l’opérateur,Ezmin

(τ), est donnée par

Ezmin
(τ) = Exx

B (0)

[

1− [Exy
B (τ)]2
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]

= Exx
B (0)[1− ξxyB (τ)] (12)

où
ξxyB (τ) =

[Exy
B (τ)]2

Exx
B (0)Eyy

B (0)
(13)

Nous retrouvons un résultat analogue à celui de la corrélation
croisée.

1. L’erreurEzmin
(τ) est nulle siξxyB (τ) = 1 et les signaux

x(t) et αy(t − τ) sont rigoureusement proportionnels,
c’est-à-dire totalement similaires. Ce résultat n’est va-
lable que si les signaux sont non bruités. Dans le cas
bruité ξxyB (τ) est maximale mais n’atteint pas la valeur
1.

2. Si la quantité|ξxyB (τ)| est minimale c’est-à-dire siξxyB (τ)
tend vers zéro alors la sortie de l’opérateurEzmin

(τ) est
maximale et atteint la valeurExy

B (0). Donc, les signaux
x(t) etαy(t− τ) sont totalement dissimilaires.

L’expression deEzmin
(τ) dépend du retardτ entrex(t) ety(t)

mais ne permet pas de le calculer facilement. Une solution àce
problème est de maximer l’expression suivante [14] :

τ = argmax
τ ′

[

Exy
B (τ ′)

]

(14)

4 Propri étés

Nous présentons ici deux propriétés de l’opérateurξxyB (τ).

Propri été 1
Soitτ ∈ R. L’opérateurξxyB (τ) vérifie :

ξxyB (τ)=ξyxB (−τ)



Preuve:
CommeΨB(x(t), y(t)) = ΨB(y(t), x(t)) et en utilisant la rela-
tion (4) il est facile de vérifier que

Exy
B (τ) = lim

T→∞

1

2T

∫ T
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ΨB(x(t+ τ), y(t− τ + τ)) dt

= lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

ΨB(y(t), x(t+ τ) dt

= Eyx
B (−τ) (15)

Propri été 2
Soientx(t) ety(t) deux signaux ŕeels, etτ ∈ R. SiΨB(., .) ≥ 0
alors

ξxyB (τ) ≤ 1
Preuve:
Soienta et b ∈ R, ets(t) = ax(t) + by(t − τ). En utilisant la
relation (7), nous obtenons

ΨB(s(t), s(t))= (aẋ(t) + bẏ(t− τ))2 − (ax(t) + by(t− τ))×
(aẍ(t) + bÿ(t− τ))

=a2ΨB(x(t), x(t)) + b2ΨB(y(t− τ), y(t − τ))
+2abΨB(x(t), y(t− τ)) (16)

Comme par hypothèseΨB(., .) ≥ 0 alors

a2

b2
ΨB(x(t), x(t)) + 2

(a

b

)

ΨB(x(t), y(t − τ))

+ ΨB(y(t− τ), y(t − τ)) ≥ 0 (17)

En utilisant(4), la relation (17) implique que
(a

b

)2
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)

Exy
B (τ) + Eyy

B (0) ≥ 0 (18)

L’inégalité (18), est une inéquation du second ordre ena
b

tou-
jours supérieure à zéro et donc le discriminant doit être négatif
∀τ :

∆ = 4(Exy
B (τ))2 − 4Exx

B (0)Eyy
B (0) ≤ 0 (19)

=⇒
0 ≤ (Exy

B (τ))2 ≤ Exx
B (0)Eyy

B (0) (20)

(13) et (20) =⇒ ξxyB (τ) ≤ 1. Soientc etd deux réels positifs.
Comme

√
c× d ≤ c+d

2
, il est facile de voir que les propriétés

suivantes sont vérfiées.

Exy
B (τ) ≤

√

Exx
B (0)Eyy

B (0)

Exy
B (τ) ≤ 1

2
[Exx

B (0) + Eyy
B (0)] (21)

Notons que pour une large classe de signaux, en particulier
AM-FM, l’hypothèseΨB(., .) ≥ 0 est vérifiée [15],[16].

5 Simulations

Nous illustrons la mesure de similarité entre un signal non-
stationnaire (chirp)x(t) et sa version bruitéey(t) :

x(t) = sin[2π(ν0t+ 0.5µt2)]

y(t) = x(t) + b(t) (22)

où ν0 = 2, µ = 10 et b(t) est un bruit blanc Gaussien de
moyenne nulle. Le nombre d’échantillons de chaque signal est
fixé à N = 1024. La figure 1 présente le résultat de calcul
de ξxyB (τ) et de la corrélation croiséeC(τ) pourx(t) et y(t)
avec un rapport signal à bruit (RSB) de 25dB. Les signaux
sont très similaires et comme attendu, les deux mesures de si-
milarité sont très proches de 1. La figure 2 illustre le cas où
les signauxx(t) et y(t) sont très dissimilaires obtenu avec un
RSB=-7dB. Le maximum de similarité donné parξxyB (τ) est de
l’ordre de 0.07, indiquant une très faible similarité entrex(t) et
y(t), alors que celui atteint par la fonctionC(τ) est au moins
quatre plus celui deξxyB (τ) (environ 0.35) accompagné de plu-
sieurs ondulations ou lobes secondaires. Ces résultats montrent
que la similarité est sur-estimée par la mesureC(τ) dans le cas
d’une forte dissimilarité, contrairement àξxyB (τ) carC(τ) est
calculée en utilisant uniquement les valeurs échantillons du si-
gnal. Nous présentons sur la figure 3 le résultat de la mesure
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FIGURE 1 – Calcul deξxyB (τ). Le signalx(t) n’est pas bruitée
ety(t) sa version bruitée avec un RSB de 25dB.

de similarité dans le cas non-linéaire oùy(t) = x2(t). La sortie
de l’opérateurξxyB (τ) indique qu’enτ = N , là où les signaux
sont supersposables, qu’il y a une similarité entrex(t) et y(t),
même si elle de très faible. Alors que la sortie de la CC est in-
expoitable en terme de lien ou de similarité entrex(t) et y(t),
résultat attendu car cette mesure de similarité est linéaire.

L’ensemble de ces résultats préliminaires montrent la plus va-
lue d’intégrer la forme des signaux et leur dynamique via les
dérivées premières et secondes (ou peut être même les dérivées
d’ordre supérieur) dans les measures de similarit.

6 Conclusions

Dans cet article nous nous sommes intéressés au problème
de mesure de signaux à valeurs réelles. Une mesure basée sur
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FIGURE 2 – Calcul deξxyB (τ). Le signalx(t) n’est pas bruité et
y(t) sa version très bruitée avec un RSB de -7dB.
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FIGURE 3 – Calcul deξxyB (τ) dans le cas non-linéaire :y(t) =
x2(t).

l’opérateur de Teager-Kaiser a été proposée. Une analyse théorique
a été présentée et un coefficient mesurant le degré de similarité,
ξxyB (τ), identifié. Les résultats obtenus ont été vérifiés surdes
données synthétiques bruitées. Aussi, ces résultats montrent
l’intérêt d’intégrer les dérivées premières et secondes des si-
gnaux pour une bonne mesure de a similarité entre deux si-
gnaux. Des tests sur des signaux réels sont nécessaires pour
montrer l’apport de cette mesure, par exemple, pour la clas-
sification des séries temporelles ou pour la mesure des temps
retards.
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