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Résumé — Dans cet article, un nouveau cadre basé sur la notion de sensibilité de la capacité est présenté afin d’étudier la capacité des canaux
point-a-point continus sans mémoire. La sensibilité de la capacité reflete comment la capacité varie en fonction des petites perturbations de 1I’'un
des parametres décrivant le canal, méme si I’expression explicite de la capacité n’est pas connue. Cela inclut les perturbations des contraintes
de coflit sur la distribution en entrée du canal ainsi que sur la distribution du canal. Ce cadre est basé sur la continuité de la capacité, qui est
démontrée pour une classe de perturbations de la distribution du canal. La continuité forme ainsi la base pour obtenir les bornes sur la sensibilité
de la capacité. Pour illustrer cela, la borne sur la sensibilité de la capacité est appliquée afin d’obtenir des lois de mise a 1’échelle quand le support
du bruit additif a-stable est tronqué.

Abstract — In this paper, a new framework based on the notion of capacity sensitivity is introduced to study the capacity of continuous
memoryless point-to-point channels. The capacity sensitivity reflects how the capacity changes with small perturbations in any of the parameters
describing the channel, even when the capacity is not available in closed-form. This includes perturbations of the cost constraints on the
input distribution as well as on the channel distribution. The framework is based on continuity of the capacity, which is shown for a class of
perturbations in the channel distribution. The continuity then forms the foundation for obtaining bounds on the capacity sensitivity. As an

illustration, the capacity sensitivity bound is applied to obtain scaling laws when the support of additive a-stable noise is truncated.

1 Introduction

Dans une large classe de systemes de communication, la ca-
pacité du canal caractérise le taux de transmission critique au-
dela duquel la probabilité d’erreur ne peut pas étre arbitraire-
ment proche de zéro. Pour la classe des canaux discrets sans
mémoire, la capacité est maintenant bien comprise [1]. Cepen-
dant, la généralisation pour les canaux continus s’est révélée
non triviale, avec I’exception notable du canal a bruit blanc
Gaussien additif (AWGN), soumis a une contrainte de puis-
sance [1, Theorem 18],[2].

En raison de la difficulté d’établir des expressions analy-
tiques pour la capacité et la distribution d’entrée optimale des
canaux continus, les travaux récents se sont concentrés sur la
caractérisation des propriétés structurelles de la distribution d’en-
trée optimale, ainsi que sur I’obtention de bornes et de mé-
thodes numériques pour calculer la capacité. Une large gamme
de canaux continus a été étudiée en adoptant cette approche,
incluant les canaux a relation entrées-sorties non linéaires ou
non déterministes, les canaux avec des contraintes générales
sur I’entrée, et les canaux a bruit non Gaussien. Les premiers
travaux dans cette direction ont été initiés par Smith [3] et

plus récemment, Fahs et Abou-Faycal [4] ont établi des condi-
tions sous lesquelles la distribution d’entrée est discrete et com-
pacte. Ces conditions s’appliquent a une large gamme de ca-
naux continus et permettent le calcul numérique de la capacité
sans recourir a I’algorithme Blahut-Arimoto.

Malgré les progres réalisés pour caractériser de la distribu-
tion d’entrée optimale, le succes s’est révélé limité quant a
I’obtention d’expressions analytiques générales de la capacité.
Outre I’intérét théorique de ces expressions analytiques, ce suc-
ces limité est problématique pour la conception de systemes de
communication en présence de bruit non-Gaussien ou avec des
contraintes sur 1’entrée différentes des contraintes de puissance
classiques—un probleme pour les systemes sujets a un bruit
impulsif [5] ou pour ceux qui encodent I’information en utili-
sant la position temporelle du signal [6].

Une approche alternative pour caractériser la capacité des
canaux continus est de se concentrer sur la sensibilité de la ca-
pacité, c’est-a-dire sur la facon dont la capacité évolue lorsque
I’un des parametres décrivant le canal varie. Dans ce sens, I’in-
fluence du support de I’alphabet d’entrée a été étudié dans [7].
En particulier, il a été démontré que la capacité du canal Gaus-
sien sans mémoire a entrée discréte et a variance unitaire converge



de maniere exponentielle vers la capacité du canal AWGN sans
mémoire a entrée continue et a variance unitaire. Dans d’autres
travaux [8], la diminution de la capacité due a une faible conta-
mination non Gaussienne a été étudiée dans le contexte du ca-
nal de bruit Gaussien. La clé de ces approches est la continuité
de la capacité en fonction de parametres tels que le support de
I’alphabét d’entrée ou la valeur de la contrainte de coft.

Dans cet article, nous introduisons un cadre général pour étu-
dier la sensibilité de la capacité en exploitant la théorie de la
stabilité et la sensibilité des problemes d’optimisation [9]. Tout
d’abord, nous identifions une large classe de canal a bruit ad-
ditif sans mémoire oul la capacité est continue par rapport aux
parametres de la distribution de canal.

Une implication importante de la continuité de la capacité
est que si deux canaux sont «proches», dans un sens qui sera
clarifié par la suite, un canal peut étre utilisé pour approximer
la capacité de I’autre. Dans cette optique, nous établissons de
nouvelles bornes pour quantifier la sensibilité de la capacité
dans une classe de perturbations clés : la perturbation de la dis-
tribution du bruit lorsqu’il est absolument continu par rapport a
la mesure de Lebesgue. Nous illustrons notre cadre en dérivant
une loi d’échelle pour la sensibilité de la capacité dans le cas
du bruit tronqué a-stable.

Le reste de cet article est organisé comme suit. La section 2
décrit le probleme de la sensibilité de la capacité. La section 3
se concentre respectivement sur la sensibilité de la capacité aux
perturbations de la contrainte d’entrée et aux perturbations de
la distribution du bruit. La section 4 applique nos principaux
résultats pour caractériser la sensibilité de la capacité des ca-
naux a bruit Gaussien tronqué et a-stable. La section 5 discute
les défis du probleme général de sensibilité de la capacité et
décrit les directions futures.

2 LeProbleme de la Sensibilité de la Ca-
pacité

Nous nous intéressons aux canaux sans mémoire point-a-
point a valeur réelle. Considérons le canal a bruit additif li-
néaire dont la sortie Y est de la forme

Y =X+ N, ey

ou I’entrée X a un alphabet X C R et le bruit N a une dis-
tribution sur R notée F'y. Dans le cas ou le bruit a une fonc-
tion de densité de probabilité sur R, elle est notée pp. Notons
que puisque le canal est linéaire et additif, lorsque le bruit a
une fonction de densité de probabilité, la loi de canal peut étre
écrite
pyix (ylz) = pn(y — ). @
D’apres le théoreme de codage de canal, lorsque la capa-
cité de (1) existe, elle est obtenue en optimisant I’information
mutuelle soumise a certaines contraintes sur 1’entrée X. Soit
B(R) un c-algebre de Borel sur R et soit P I’ensemble des
mesures de probabilité de Borel sur (R, B(R)) muni de la to-
pologie de convergence faible, dans lequel les distances sont

mesurées par la métrique de Lévy-Prokhorov [10]. La capacité
de (1) est alors la solution du probleme d’optimisation

sup I(X;Y)
neP (3)
tel que p €A,

ol A est un sous-ensemble compact de probabilités sur (R, B(R)).

Dans le cas ot N ~ N (0, 02), il est bien connu que lorsque
X est soumis 2 une contrainte de puissance moyenne b, la ca-
pacité est donnée par [1, Theorem 18]

1 b
C'Qlog(1+02>. %)
Cependant, ce résultat est une anomalie : en général, il n’est
pas possible d’obtenir une représentation simple et analytique
de la capacité de (1) lorsque X est soumis a des contraintes
arbitraires. En effet, méme la capacité des canaux AWGN n’est
pas bien comprise avec les ensembles de contraintes A, pour
p#2
L’objectif de cet article est de caractériser la sensibilité de la
capacité. Dans la formulation la plus générale, nous pouvons
nous représenter la capacité comme une application allant de
I’alphabet d’entrée X, I’alphabet de sortie ), la distribution
de bruit Fy et ’ensemble contraint A vers R . C’est-a-dire
C:(X,Y,Fn,A) — Ry . Nous définissons la sensibilité de la
capacité comme suit.

Definition 1. Soit K = (X, Y, Fy,A) et K = (X, Y, En, A)
deux tuples de parametres de deux canaux. La sensibilité de
la capacité due a une perturbation du canal KC au canal K est
définie comme

Crx 2 1C(K) - C(K)]. 5)

Le probleme de la sensibilité de la capacité est un cas parti-
culier de I’analyse de la sensibilité des problemes d’optimisa-
tion non linéaires, ol nous identifions la capacité en tant que
fonction objectif. De toute évidence, le probleme du calcul de
la sensibilité de la capacité est trivial lorsque la capacité est dis-
ponible sous forme analytique (comme le cas du bruit Gaussien
avec une contrainte de puissance). Cependant, le probleme est
significativement plus difficile dans la situation classique dans
laquelle la seule caractérisation explicite de la capacité est (3)
et les perturbations de canal sont générales.

3 Perturbations de la Distribution du
Bruit

Dans cette section, nous nous intéressons a la sensibilité de la
capacité aux perturbations de la distribution du bruit ;. Tout
au long de cette section, nous supposons que F'y correspond a
une mesure de probabilité absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. Par conséquent, il existe une fonction de
densité de probabilité de bruit p et la sensibilité de la capacité
aux perturbations de py est désignée par CPSJV ~p!,» donné par

Cp%ﬁp}\, = |C(p?\l) - C(p}\l” (6)



Considérons une séquence {py }72, avec [[py — plrv —

Theorem 2. Soit {p’; }5°, une séquence de fonctions de den-

0. Nous établissons d’abord les conditions sur la séquence {p, }72, sité de probabilité de bruit convergente en variation totale dont

telles que lim; _, o, C'(p%) = C(p%). En utilisant ce résultat, on

obtient alors une borne supérieure sur C,0 _, .1 en fonction de
N N

Ip% — P llTv.

Notons que la fonction d’information mutuelle est comple-
tement déterminée par la mesure de probabilité d’entrée u et
la fonction de densité de probabilité du bruit py. Ainsi, nous
adoptons la notation I(X;Y) = I(u,pn) pour rendre expli-
cite la dépendance de I’information mutuelle par rapport a ces
parametres.

3.1 Convergence de C(py)

Considérons une séquence convergente de fonctions de den-
sité de probabilité {p’}22, dans un sens approprié (c’est-a-dire,
convergence ponctuelle, en variation totale, en divergence de
Kullback-Leibler ou convergence faible) avec p° — p. Il n’est
pas vrai en général que I’entropie différentielle converge [11];
c’est-a-dire lim; . h(p') # h(p). Par conséquent, afin d’as-
surer la convergence de I’information mutuelle et de la capa-
cité dans (3), il est nécessaire de placer des restrictions sur la
séquence de fonctions de densité de probabilité {p*}2;.

Afin de prouver la convergence de C(pY), il est donc éga-
lement nécessaire de placer des restrictions sur la séquence de
fonctions de densité de probabilité de bruit {p%; }<°,. Le théo-
reme de convergence suivant est obtenu en utilisant le fait que
I’ensemble A est indépendant du choix de py et en utilisant
une variante du théoreme maximum de Berge [12].

Theorem 1. Soit {p% }3°, une séquence convergente ponc-
tuelle dont la limite est pY;. Soit A un ensemble compact de
mesures de probabilité indépendant de py, et soit {1, }32, une
séquence de probabilités faiblement convergente dans A\ dont
la limite est [y. Supposons que les conditions suivantes soient
vérifiées :

(C1) L’information mutuelle 1 (1, pN) est faiblement continue

sur A.

C2) Pour la séquence convergente {p, Y2, et toutes les sé-
q 8 PNJSi=1
quences faiblement convergentes {1; 52, in A,

ilig)](ui,pl]’v) = I(p0, ) (N
(C3) 1l existe une mesure de probabilité d’entrée optimale |1}
pour chaque densité de probabilité de bruit p'y.
Alors, lim;_, o, C(ply) = C(p%)

Démonstration. Voir I’annexe D dans [13]. O

3.2 Caractérisation de Co _,
N N

Le théoreéme 1 fournit des conditions sur la séquence de fonc-
tions de densité de probabilité {pjy }52; pour guarantir que la
capacité C'(py) converge ; cependant, il ne fournit pas une ca-
ractérisation explicite de la sensibilité de capacité CP?V —pl-
Nous caractérisons la sensibilité de la capacité dans le théo-
réme suivant.

la limite est p%;. Supposons que les conditions (C1)-(C3) dans
le théoreme 1 soient vérifiées. En outre, supposons la condition
suivante :

(C4) Soit 0 < 0 < 1 et pour tout p', soit ¢ (0) définit par

an(0) = (1 0)py + Op)y. ®)
Pour chaque i, supposons qu’il existe M; < oo et N; <
oo tel que
115, qy) —Z(#S,p?v)‘ _ M
o0t Ollp} — piyllrv
T(u* 0\ _ T(u* 7
(/ilapév) i(ﬂl,qN)‘ — N, 9)
o—0t  O[py — pyllrv

oit [Py =pllrv = [ P (x)—piy (@)ldz, M = sup; M; <
oo et N = sup; N; < oo.

Alors, pour tout i > 1,

Co2 qiy (0) < max{M, N}y — piy[lrv + o(6).  (10)

Démonstration. Voir I’annexe E dans [13]. O

Dans la section suivante, nous appliquons le théoréme 2 pour
étudier I’effet de la troncature des fonctions de densité de pro-
babilité du bruit a-stables symétriques via la sensibilité de la
capacité Cp?v N

i .

PN

4 Sensiblité de la Capacité : Cas du Bruit
a-Stable

Dans cette section, nous caractérisons la sensibilité de la ca-
pacité Cp(}v Sl dans le cas du bruit a-stable tronqué en utili-
sant les résultats de la section précédente. La classe de canaux a
bruit a-stable comprend les canaux & bruit Gaussien (o« = 2) et
a bruit de Cauchy (o = 1) comme cas particuliers. Plus généra-
lement, le bruit a-stable (0 < a < 2) est souvent utilisé comme
modele pour le bruit impulsif et se manifeste dans les systemes
de communication sans fil [14]. Nous nous concentrons sur la
sous-classe de bruit a-stable symétrique avec 0 < o < 2, dont
la fonction caractéristique est ®(t) = e~ 111" ol ¢ > 0 est
le parametre d’échelle. En général, le bruit c-stable symétrique
n’a pas de fonction de densité de probabilité sous forme analy-
tique. Ainsi, la fonction caractéristique joue un réle important.

Soit p%; une fonction de densité de probabilité a-stable sy-
métrique et soit p& une troncature de niveau T' > 0 de p;,

définie par
Py () <T
Phia —{ » ol s an
0, sinon,
ol la constante de normalisation est donnée par
Ky = / P (y)dy. (12)
lyl<T



Nous supposons I’ensemble de probabilités A = {y : E,[| X|"] < Références

chavec 0 <r < a.

En utilisant le fait que les conditions (C1)-(C4) dans le théo-
reme 2 sont verifiées (voir [13] pour plus de détails), nous
évaluons maintenant la borne supérieure dans le théoréme 2
pour le cas du bruit a-stable symétrique tronqué. En général,
la capacité des canaux a bruit a-stable symétrique sujets a des
contraintes de la forme E,,[|X|"] < ¢ n’est pas connue. Pour
comprendre 1’effet de la troncature sur la sensibilité de la ca-
pacité, nous étudions la loi d’échelle asymptotique |C/(p%;) —
C(p%)| = O(||p% —p% |l7v) qui est une conséquence du théo-
reme 2.

Pour commencer, remarquons que [p% — p%||rv = 2(1 —
Kn) avec Kk, défini par (12). En outre, I’expression asympto-
tique de la queue de la fonction de densité de probabilité de la
variable aléatoire a-stable symétrique Ny correspondant a p%;,
donnée par [15, Eq. (1.2.10)], est P(Ng > \) = c®Cy A%,
ou C, est une constante dépendante de o uniquement. Ainsi,
nous obtenons 1 — k, = O(n~%). L’application de ce résultat
au théoreme 2 implique que la sensibilité de la capacité pour
un niveau de troncature 7' = n est donnée par

IC(pX) — C(PR)| = O(n™?). (13)

5 Conclusions

A I’exception importante des canaux point-a-point Gaussiens
soumis a une contrainte de puissance moyenne, la caractérisa-
tion de la capacité des canaux continus a rencontré un succes
limité. Dans cet article, nous avons abordé ce probléme en uti-
lisant un cadre basé sur la nouvelle notion de sensibilité de la
capacité. En particulier, nous avons fourni des conditions gé-
nérales garantissant la continuité de la capacité par rapport aux
parametres décrivant le canal. La continuité de la capacité a
alors formé les bases pour obtenir des bornes sur la sensibilité
de la capacité. La borne de sensibilité a été appliquée pour ob-
tenir des lois d’échelle pour la capacité lorsque le support est
tronqué pour les distributions de bruit Gaussien et a-stable.

D’un point de vue plus général, la sensibilité de la capa-
cité offre un nouveau moyen de comprendre comment les para-
metres du canal affectent la capacité. Au-dela des perturbations
que nous avons considérées, il existe de nombreux autres para-
metres du canal pour lesquels il est intéressant de connaitre la
sensibilité de la capacité face aux perturbations, y compris les
perturbations de la fonction de contrainte. Ces dernieres sont
I’objet du travail actuellement en cours.
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