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Résumé – Cet article propose une nouvelle méthode de détection de signaux de communication QPSK, modulés sur fréquence porteuse fc.
Il est connu qu’à l’ordre 2 les signaux QPSK n’ont pas de fréquence cyclique dépendante de leur fréquence porteuse. Nous proposons donc un
nouveau critère basé sur les moments d’ordre 2 et les statistiques cycliques, qui exploite la vitesse de convergence de l’estimateur de la fonction
d’autocorrélation cyclique pour les détecter. Nous démontrons que pour ces signaux, l’estimateur naturel ne converge pas vers 0 de la même
façon si α = kfc ou si α correspond à n’importe quelle autre fréquence non cyclique. Par la suite, nous proposons une statistique de test et en
déduisons la fonction de répartition asymptotique des valeurs du critère permettant d’obtenir un seuil de détection. Enfin, les performances de
cette méthode sont évaluées via la méthode de Monte Carlo (M.C.).

Abstract – This paper considers the problem of detecting a QPSK communication signal, modulated at carrier frequency fc. The detection is
based on the second order cyclostationarity theory. It is well known that at the order 2, for an on carrier QPSK signal, α = kfc with k ∈ N and
k > 1 is not a cyclic frequency. In this article, we propose a novel criterion based on second order cyclic-moments that exploits the convergence
speed of the cyclic autocorrelation function estimator. We show that for a modulated QPSK signal the cyclic-correlation converges to zero but
not in the same way if α = kfc and α equals any other non cyclic-frequency. We develop a statistical test and derive the asymptotic probability
density function of the criterion to propose a detection threshold. Simulation results are then presented and the system performance evaluated by
Monte Carlo simulations.

1 Introduction

Ce travail a été réalisé dans le cadre du projet FITNESS,
qui vise à développer un récepteur PMR (Professional Mo-
bile Radio) de nouvelle génération compatible multi-standards.
Cette compatibilité avec les standards actuels, exige de numé-
riser une large bande de fréquence autour d’une fréquence in-
termédiaire. L’une des difficultés sera alors de détecter la pré-
sence d’un signal interférent QPSK dans la bande numérisée
afin d’adapter les paramètres du récepteur. Cette détection doit
être fonctionnelle à faible rapport signal sur bruit (RSB) et avec
peu d’échantillons.

Définissions tout d’abord fc, comme étant la fréquence por-
teuse du signal interférant après démodulation à fréquence in-
termédiaire. L’objectif de la méthode présentée dans cet ar-
ticle est de détecter la présence d’un signal QPSK modulé à
la fréquence fc dans du bruit. Pour cela, nous proposons un
critère basé sur la théorie des statistiques cyclique et les mo-
ments d’ordre 2. Cette méthode pourrait aussi être utilisée pour
la détection de spectre en radio cognitive, ou de l’identifica-
tion aveugle en guerre électronique. Dans le contexte consi-
déré, nous supposons inconnues la puissance du signal reçu et
la puissance du bruit. Les seules informations connues a-priori
sur le signal utile sont : sa fréquence porteuse et sa modulation
(i.e. QPSK).

Dans [1], les auteurs présentent plusieurs techniques fiables

permettant de détecter la présence d’un signal dans une bande
donnée. Cependant, les méthodes de détection d’énergie, de dé-
tection de forme d’onde ou du filtre adapté sont inapplicables
dans notre contexte, puisqu’il manque des informations néces-
saires. La détection d’énergie requière de connaitre la puis-
sance du bruit. La méthode du filtre adapté requière un motif
connu et répétitif ou la connaissance du filtre d’émission. Les
approches basées sur les statistiques cycliques sont par contre
adaptées à notre contexte mais certains signaux restent diffi-
ciles à analyser.

C’est typiquement le cas de signaux PSK sur fréquence por-
teuse. Contrairement aux signaux BPSK, les signaux QPSK
n’ont pas de fréquence cyclique multiple de fc. Dans [2], la
transformation (.)4 est utlisée pour créer une composante conti-
nue à des fréquences cycliques spécifiques. Cette méthode pré-
sente de bonnes performances de détection et de classification,
mais présente de moins bons résultats si le RSB est faible. Cette
transformation crée une raie spectrale en 4fc, ce qui impose
que la fréquence d’échantillonnage fs soit supérieure à 8fc
pour éviter des phénomènes de repliement. Il s’agit donc d’une
méthode coûteuse en temps de calcul, avec des contraintes fortes
sur l’implémentation hardware. Une autre méthode avec des
inconvénients similaires est proposée dans [3]. Elle consiste à
utiliser le cumulant d’ordre 6 et produit des résultats intéres-
sants. Toutefois, ces performances doivent être pondérées par le
coût calculatoire élevé et un grand nombre de symboles requis



pour l’estimation (>1000). Une méthode utilisant les moments
cycliques d’ordre 2 est développée dans [4] pour la classifica-
tion de modulation. Les auteurs utilisent la propriété d’absence
de fréquence cyclique en 2fc pour classer les signaux QPSK.
Cette technique ne peut donc fonctionner que pour la classifi-
cation et non pour la détection.

Dans la suite de cet article nous décrivons le modèle de si-
gnal considéré et nous réalisons l’analyse de sa fonction d’au-
tocorrélation cyclique. Dans la section II, nous décrivons notre
critère, la statistique de test et une méthode pour calculer un
seuil de détection. Dans une dernière partie, des simulations de
M.C. sont réalisées pour estimer les performances du critère.

2 Formulation du problème

2.1 Modèle considéré
Définissons tout d’abord un modèle du signal en bande de

base. Soient T la période symbole, h(t) le filtre de mise en
forme et ak les symboles QPSK complexes.

s(t) = sR(t) + jsI(t) =

N∑
k=1

akh(t− kT ) (1)

Soient sR(t) et sI(t), les parties réelles et imaginaires du si-
gnal transmis s(t), supposées indépendantes et identiquement
distribuées. Après la modulation sur fréquence porteuse fc et
le passage dans un canal à Bruit additif Blanc Gaussien Centré
(BBGC), le signal reçu x(t) s’exprime alors :

x(t) = xR(t−∆t)− xI(t−∆t) + n(t) (2)

avec xR(t) = sR(t)cos(2πfct), xI(t) = sI(t)sin(2πfct) et
n(t) un BBGC centré et de variance σ2

n. Par la suite, le délai
de propagation ∆t est négligé. Il est facile de démontrer que
cette hypothèse n’a aucun impact sur la méthode proposée et
n’induit pas de perte de généralité.

2.2 Statistiques cycliques
Dans cette partie, nous développons l’analyse cyclostation-

naire des signaux exprimés en eq.(1) et eq.(2). La fonction
d’autocorrélation d’un signal de communication est obtenue
via la formule : Rs(t, τ) = E[s(t)s∗(t− τ)]. Ici E[.] est l’opé-
rateur espérance mathématique et (.)∗ représente le complexe
conjugué. Dans le cas de signaux cyclostationnaires, cette fonc-
tion d’autocorrélation est périodique en t. Elle admet donc une
décomposition en série de Fourier exprimée :

Rs(t, τ) =
∑
α∈Is

Rαs (τ)ej2παt (3)

Soit Is = { kT , k ∈ Z} l’ensemble des fréquences cycliques de
s(t). La fonction d’autocorrélation cyclique, à la fréquence cy-
clique α, est définie théoriquement comme étant la transformée
de Fourier de Rs(t, τ).

Rαs (τ) = lim
Tα→∞

1

Tα

∫ Tα

0

Rs(t, τ)e−j2παtdt (4)

Il a été montré dans [5] que le signal s(t) est considéré cyclo-
stationnaire de fréquence cyclique multiples de 1/T . Les co-
efficients Rαs (τ) sont les fonctions d’autocorrélation cycliques
(CAF) de s(t). En pratique, pour k > 1 l’amplitude des coeffi-
cients Rαs (τ) avec α = k/T diminue rapidement. C’est pour-
quoi on considère souvent α = 1/T comme l’unique fréquence
cyclique. Dans le contexte envisagé, nous supposons connaitre
l’ensemble des fréquences cycliques du signal à détecter.

Nous pouvons maintenant développer l’analyse du signal x(t)
définit en eq.(2). D’après l’eq.(4), on obtient facilement la re-
lation suivante :

Rαx (τ) = RαxR(τ) +RαxI (τ) (5)
Rαx (τ) est donc la somme des CAF de xR(t) et de xI(t). La
CAF de xR(t) est définie par :

RαxR(τ) =


1
2cos(2πfcτ)RαsR(τ) si α = 0 ou ± 1

T ,

1
4e
±j2πfcτRsR(τ) si α = ±2fc,

0 sinon,

(6)

avec IxR =
{
{ kT , 2kfc}, k ∈ Z

}
. Puisque IxR contient des

fréquences cycliques non multiples entre elles, le signal xR(t)
est appelé quasi-cyclostationaire (voir [5] pour plus de détails).

De la même manière, on obtient la CAF de xI(t) :

RαxI (τ) =


1
2cos(2πfcτ)RαsI (τ) si α = 0 ou ± 1

T ,

− 1
4e
±j2πfcτRsI (τ) si α = ±2fc,

0 sinon,

(7)

avec IxI = IxR . Il existe donc des fréquences cycliques mul-
tiples de fc dans les expressions eq.(6) et eq.(7). En effet, pour
un signal QPSK en bande de base, la projection de la constel-
lation dans les plans complexe ou réel est similaire une mo-
dulation BPSK. C’est pourquoi xR(t) et xI(t) présentent des
fréquences cycliques multiples de la fréquence porteuse.

En remarquant que R±2fcsR (τ) = −R±2fcsI (τ), puis en rem-
plaçant eq.(6) et eq.(7) dans l’expression eq.(5) on obtient l’ex-
pression suivante pour α ∈ Ix :

Rαx (τ) =
1

2
cos(ωcτ)RαsR(τ) +

1

2
cos(ωcτ)RαsI (τ) (8)

Dans l’eq.(8), x(t) est cyclostationnaire avec Ix = { kTs , k ∈
Z}. Comme prévu par la théorie, x(t) n’a pas de fréquence
cyclique dépendante de fc. Par définition, quelque soit α /∈ Ix,
Rαx (τ) = 0, ce qui est également vrai pour α = ±2fc :

R±2fcx (τ) = R±2fcxR (τ) +R±2fcxI (τ) = 0 (9)
Cependant, on note aussi que R±2fcxR (τ) = −R±2fcxI (τ) 6= 0. Il
s’agit de la propriété que nous allons exploiter dans notre cri-
tère. En effet, il est logique que l’estimation de R̂αx ne converge
pas vers 0 de la même façon si α = ±2fc ou si α /∈ IxR .

2.3 Critère de détection
L’expression théorique de la CAF est donnée par l’eq.(4).

En pratique, nous ne disposons que d’une réalisation du si-
gnal considéré. C’est pourquoi l’opérateur Espérance est rem-
placé par un opérateur de moyenne temporelle définie comme
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FIGURE 1 – Courbes ROC à RSB = 0dB, 2048 tirages de M.C.
Evolution des performances suivant la durée d’observation

< . >= 1
2N+1

∑N
t=−N (.). En réécrivant l’eq.(4) avec une

moyenne temporelle on obtient :

R̂αx,N (l) =
1

N + 1

N/2∑
k=−N/2

x(k)x∗(k − l)e−j2παk (10)

où la notation R̂αx,N (l) représente l’estimée deRαx (lTs). Lorsque
N → ∞ l’eq.(10) converge vers la CAF théorique définie par
l’eq.(4).

Par définition, pour α /∈ Ix, R̂αx (l) , 0 puisque α n’est pas
une fréquence cyclique. La moyenne temporelle appliquée à
l’eq.(9) tends vers 0 seulement si N →∞ puisque limN→∞
R̂±2fcxR (l) = limN→∞ R̂±2fcxI (l) 6= 0. Par conséquent, avec un
nombre fini d’échantillons, le comportement de l’estimateur de
la CAF est différent pour les α = ±2fc et des autres valeurs de
α /∈ Ix. Cette différence de comportement reste vraie, quelque
soit l. Soit ĴL,N (α) le critère de détection définit ci-dessous :

ĴL,N (2fc) =
Ĉ2fc
N (L)

ĈβN (L)
(11)

Avec L le nombre de retards considérés dans la CAF, β /∈ IxR
et |.| est l’opération module tel que :

ĈαN (L) =
1

L+ 1

L∑
l=0

|R̂αx,N (l)|2 (12)

Ce critère peut être interprété comme un coefficient d’inter-
corrélation (voir [5]). Il s’agit en fait d’une comparaison de
l’estimée de la CAF en deux α qui ne sont pas des fréquences
cycliques. Ce critère peut indifféremment être utilisée pour dé-
tecter des modulations MPSK ou MQAM lorsque L > 2. Pour
cela, la seule contrainte est de s’assurer que sR(t) et sI(t)
soient indépendants.

3 Analyse théorique du critère

La densité de probabilité de ĴL,N (α) est plus facile à obte-
nir en l’absence de signal. Suivant une approche de Neyman-
Pearson (voir [6]), un seuil Γ peut être obtenu à partir d’une

Probabilité de fausse alarme Pfa = P [ĴL,N (2fc) > Γ|H0]
donnée. Le test proposé est défini ci-dessous :

H :

H0 → x(t) = n(t)

H1 → x(t) = <[s(t)ei2πfct] + n(t)
(13)

Ici, H0 représente une absence de signal et H1 sa présence.
Pour déterminer Γ, considérons l’hypothèse H0, lorsque le

nominateur et le dénominateur de l’eq.(11) tendent statistique-
ment vers la même valeur. Il a été démontré dans [7] que l’esti-
mateur de la CAF est non biaisé et que l’erreur d’estimation est
asymptotiquement Normale complexe. En réécrivant l’eq.(10)
sous forme complexe on obtient :

R̂αx,N (l) = <[R̂αx,N (l)] + =[R̂αx,N (l)] (14)

où les parties réelles et imaginaires suivent asymptotiquement
une loi Normale complexe pour chaque l.

L’expression de la puissance moyenne en eq.(12) est donc
une somme de distributions normales non centrées et non ré-
duites. Sous l’hypothèse H0, le module de l’expression eq.(14)
s’exprime :

|R̂αx,N (l)|2 = <[R̂αx,N (l)]2 + =[R̂αx,N (l)]2 (15)

A partir des eq.(12) et eq.(15) on obtient :

(L+ 1)Ĉ2fc
N (L) =

L∑
k=0

<[R̂2fc
x (k)]2 +

L∑
k=0

=[R̂2fc
x (k)]2 (16)

Les parties réelles et imaginaires sont indépendantes, de même
moyenne et même variance.

Nous proposons maintenant de prouver que ĴL,N (2fc) suit
une loi de Fisher doublement non centrée. D’après [8], l’eq.(16)
est pratiquement similaire à une loi du chi-2 non centrée χ2

ν(λ)
définie comme :

χ2
ν(λ) =

ν∑
i=0

X2
i

σ2
i

(17)

où λ est le paramètre de non centralité, ν = 2(L + 1) est le
nombre de degrés de liberté et les Xi sont indépendants et
Xi ∼ N (µi, 1). Cependant, l’eq.(16) n’est pas une somme
de loi normales réduites. Nous remarquons également que la
loi de Fisher doublement non centrée s’exprime comme le ra-
tion de deux loi du chi-2 indépendantes. En utilisant l’eq.(17),
F ′′ν1,ν2(λ, δ) est exprimée comme :

F ′′ν1,ν2(λ, δ) =
( ν1∑
l=0

X2
l

σ2
l

)
/
( ν2∑
k=0

X2
k

σ2
k

)
(18)

Avec le critère présenté ci-dessus, σ2
l = σ2

k puisque l’exprés-
sion en eq.(12) est utilisée pour estimer ĴL,N (2fc). Nous avons
donc démontré que (L+ 1)ĴL,N (α) ∼ F ′′ν1,ν2(λ, δ). Les para-
metres de non centralité λ et δ tendent vers 0 asymptotique-
ment, et ν1 = ν2 = 2(L+ 1). Puisque l’eq.(11) est un rapport
de loi de moments similaires, il n’est pas nécessaire de déter-
miner λ et δ car leur rapport tend vers 1. Lorsque N est grand,
Ĉ2fc
N (L) et ĈεN (L) tendent vers 0. Les paramètres de non cen-

tralité deviennent donc λ = δ = 0. Dans ce cas, l’eq.(18) suit
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FIGURE 2 – Courbes ROC à RSB = 0dB, 2048 tirages de M.C,
N = 64 symb. Probabilité de détection en fonction du nombre
de retards utilisés dans l’estimation du critère

une loi de Fisher centrée Fν1,ν2(x). Cette approximation donne
de bon résultats même avec N petit. Puisque Fν1,ν2(x) n’ad-
met pas de fonction réciproque analytique, pour déterminer Γ
il faut donc réaliser une approximation de F−1ν1,ν2(x) avec une
Pfa donnée. Nous proposons pour cela d’utiliser la méthode de
Newton.

4 Simulations
Dans cette partie nous étudions les performances du critère

proposé en section II. La fréquence d’échantillonnage est fixée
à fs = 10fc. Ce choix de fréquence d’échantillonnage nous
permet de réaliser une comparaison avec la méthode des mo-
ments d’ordre supérieurs. Comme présenté en introduction, pour
l’application considérée fc est la fréquence porteuse de l’inter-
féreur après passage à fréquence intermédiaire. Nous considé-
rons un filtre de mise en forme en racine de cosinus surélevé
de bande passante T = 2.5Tc, de roll-off à 0.8 et d’étalement
6 symboles. Des simulations de M.C. sont réalisées pour déter-
miner la probabilité de fausse alarme (H0) et la puissance du
test (H1).

Nous avons vu précédemment que le critère définit par l’eq.
(11) semble indépendant de N . Pour vérifier cet hypothèse le
RSB est fixé à 0dB. Le nombre maximum de retards L est fixé à
20. Les courbes ROC (Receiver Operating Characteristic) pour
N = 32 et N = 512 sont présentés en fig.1. On pourra com-
parer les résultats obtenus avec la méthode des moments cy-
cliques d’ordre quatre détaillée dans [2]. Il est clair que les ré-
sultats obtenus par cette méthode sont meilleurs que ceux ob-
tenus via la méthode proposée dans cet article lorsque N = 512.
Cependant, lorsque N = 32 les probabilités de détection di-
minuent fortement alors que celles de notre algorithme restent
identiques. Il est donc possible de réduire significativement la
complexité calculatoire sans diminuer les performances.

Nous souhaitons maintenant illustrer l’influence du paramètre
L sur le critère de détection. Le RSB est fixé à 0dB, N est fixé
à 64 symboles. Les courbes ROC pour différentes valeurs de

L sont présentées en fig.2. L = 5 conduit à de mauvaises pro-
babilités de détection, mais L = 50 présente un taux de 85%
de détection pour une Pfa = 5%. Il est toufefois nécessaire de
réaliser un compromis entre performances et coût calculatoire.

5 Conclusion
Dans cet article nous avons proposé une nouvelle méthode

pour détecter les signaux à modulation de phase sur porteuse,
en utilisant les statistiques cycliques et les moments d’ordre
2. Plus particulièrement, cette méthode exploite la différence
de comportement des estimateurs pour α = 2fc et α 6= 2fc
n’appartenant pas à Ix. L’avantage principal de cette méthode
réside dans le fait que de bonnes performances peuvent être ob-
tenues même pour un faible nombre d’échantillons, permettant
ainsi de détecter la prśence d’un interféreur très rapidement.
Nous avons également discuté des avantages et inconvénients
de cette méthode et montré ses limites. Une étude théorique du
critère a également été proposée.
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