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Résune —Les lois statistiques rencontrées en imagerie cohé(éntegraphie, sonar, Radar & Synthése d'Ouvertujese. modeélisent assez
simplement dans le formalisme des statistiques de Mellastlalors possible, dans certains cas, d'exprimer lartlistde Kullback-Leibler entre
ces lois. Une autre conséquence de I'utilisation desssigies de Mellin est que ces lois s’expriment sous une fomagématique implicite
particuliere appelée fonction de Meijer. Ce formalisneenpet alors d’avoir I'expression analytique de la distadeeKolmogorov-Smirnov
entre la presque totalité des lois rencontrées en imagetiérente. L'objectif de cet article est de comparer eex dlistances dans deux cas
particuliers

Abstract — Statistical distributions devoted to coherent imagindh¢gzaphy, sonar, SAR, ...) can be well modelled with the loélilellin
statistics. By this way, some analytical expressiond ofltkadk-Leible distance can be exhibited. More, Mellin'stistics allow specific
analytical expressions of these statistical distribigiaiith the help of Meijer’s function. By this way, analytioakpressions of Kolmogorov-
Smirnov distance can be obtaind. This article is devoteddmnaparison of these two distances for two specific cases.

1 LesloissurlR™" 1.2 Le formalisme des statistiques de Mellin

Une caractéristique essentielle de ces données d'ineagsrérente
est le fait qu’amplitude et intensité sont définies unigeat sur

Le chatoiement est intrinséquement lié a tout syst€imeagerie IRT. Aussi on peut quitter le cadre des statistiques tradition-
cohérente : radar, sonar, échographie médicale, inealgeser. nelles —qui définissent la fonction caractéristique cemme
Sous certaines hypothéses le plus souvent vérifieesyibslélise transformée de Fourier définie sliv—, et choisir I'approche
par le modele de Goodman [5] sous le nom de chatoiementes “statistiques de Mellin” (appelées aussi log-sigtists)
pleinement développé. Dans ce cas, l'intensité d'uelpior-  [7] (2002) et qui définissent la fonction caractéristigliee de
respondant a un point d’'une zone homogéne est affectbade ¢ seconde espéce comme une transformée de Mellin (détinie s
toiement et s’exprime comme une loi exponentielle déseoite, R™).

qui est le cas “monovue” de la loi Gamma a deux paramétres Pour une densité de probabilipéz) on a ainsi sa fonction
(un facteur d’échelles et un facteur de formé) G [u, L] () : caractéristique de deuxieme espeéce :

1 L (La\* o
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Goodman modélise aussi @ompound Specklgui corre-
spond a un modele de texture sur lequel opére le chatoiem

1.1 Imagerie colérente et chatoiement

=

par dérivation de cette derniere, ses “log-moments” qui,
egréce aux propriétés de la transformée de Mellin, giexpnt

de maniére multiplicative. Par exemple, si la texture ani mme: . N
. , : : _ i dn (s oo .
loi Gamma Inverse, on obtient la loi de Fist®fy, L, M] (z) : i, = 2% = / (logz)” p(x)dz.  (4)
1o\ L1 57 ls=1 0
L T(L+ M) (m) et enfin, par dérivation logarithmique de cette dernises
MuT(L)T(M) (1 Lo\ LM @) “og-cumulants”:
+ —I)
5, = Dlog (@) -
avecL > 0, M > 0. Il existe d’autres lois utilisees en im- " ds™ o

agerie coherente, certaines decoulant du mode®agound - me pour les statistiques traditionnelles, on peutétes
speckled’autres introduites de maniére beaucoup plus Pragmdsg_cumulants a partir des log-moments. On a par exemple :
tique (loi log-normale, loi de Weibull, loi Gamma Généséak, ~ N R =

...) [8] : méme si cet article ne traite que d’'un jeu limité d ke = Mz = mp — mj

lois, la démarche se généralise sans probleme a cessdoit. s = M3 = mg — 3oy + 2m?



Une curiosité analytique fait que I'expression de cesdeains  Or Meijer [2] a défini certaines des fonctions qui portent so
pour la loi Gamma s’avere assez simple. Par exemple, la fonaom justement sous forme de transformée de Mellin inverse
tion caractéristique de deuxieme espéce de la loi Garferprime

comme : (L +s—1) Gmn (] @ses@n 5 Gty Gy _
QZSg(S)‘U,571 Tre—1T/ 7T (6) P blv" 'abm 5 b’m+1a' --qu
Ls— F(L) 1 c+ico H;n:1 T'(bj+s) H;:l I'(l—a;—s) 5 ds
Or, si on regarde bien la définition de la fonction carastigjue 2im Je—ioo [0  T(1=bj—s) [[7_ . T(aj+s)
de deuxieme espéce, équation (3), on note que peur + 1 R . (14_)
son expression correspond au moment d’ogdree qui donne  ON reconnait dans les expressions (12) et (13) des forsatien
directement le moment d’ordrede la loi Gamma : Meijer et on montre que cette forme générique est indguement
liee a la construction de ces lois par convolution de Melbe
~T(L+7) : . o RGP
m, = ¢g(s)] S A (7) ce fait, on montre que la quasi totalité des lois définiessda

=41 — H Anri
= LrI(L) contexte decompound specklgécrivent sous forme de fonc-
Il est aussi facile d’exprimer les log-cumulants de la lon@aa :  tions de Meijer.

ki = logp + ¥(L) — logL (8)
fr = U(r—1,L) r>1 9) 1.4 Quelques proprétés des fonctions de Meijer

avec¥ (z) lafonction Digamma e¥ (n, z) la fonction Polygamma es fonctions de Meijer définies par la relation 14 posaéde
d’ordren. deux propriétés assez surprenantes : leurs dérivagsdss
Un autre pointimportant est quedempound speckiexprime fonctions de Meijer et surtout leurs primitives sont descfon
par une convolution de Mellin [3], ce qui se traduit par un-sim tions de Meijer. Cette derniére propriété a un rdle essepour
ple produit des fonctions caractéristiques de deuxiespeé@e.  |'étude des lois de probabilités définies S puisqu’elle per-
On a ainsi directement la fonction caractéristique de @#n&  met de connaitre la forme analytique de la fonction dentéjuan.
espece de Fisher : Grace a cette expression analytique, il est aisé dedaseim-
L T(L+s—1)T(M+1—s) ylations de ces lois par la méthode de la fqnction de ritjoart
— — (10) inverse. Nous verrons aussi que la connaissance de cette fon
Ls—1T(L) M!'=sT(M) ; L ; .
tion de répartition permet des expressions analytiquéssdis-
Une autre propriété essentielle de la convolution de ilell tance de Kolmogorov-Smirnov.
est qu'elle se traduit par une propriété d’'additivités deg- Enfin, notons que les fonctions de Meijer sont implémentée
cumulants. dans des logiciels comme Ma@mu Python[4], ce qui en per-
met une utilisation intensive en traitement d'images radar

1.3 Expression des lois sous forme de fonctions
de Meijer

1.5 Cas des lois Gamma et des lois de Fisher
A partir de I'expression de la fonction caractéristiqueldaxieme
espéce, on obtient la loi de probabilité en utilisant Eng-
formée de Mellin inverse, c’est a dire par la relation :

1 c+ioo ) L 1 ~1,0 L$
px(zr) = — x™%P(s) ds (11) L T(L) ot (7

2mi c—100

La loi Gammag [u, L], relation (1), s’exprime sous forme de
fonction de Meijer :

L-—-1 ; . ) (15)
avecc = 1 dans le cas des lois de probabilité définiesBdr et sa fonction de répartition s'écrit :

(il faut pour cela que la valeur= 1 appartienne a la “bande de

définition” de¢(s), ce qui est en pratique toujours le cas pour b Gl (E
une densité de probabilite). Ainsi, la loi Gammdy, L] (z) r(L) 42\ p
peut s’écrire :

L) e

La loi de FisherF [u, L, M], relation (2), s'exprime sous
1 L etico /e 0 forme de fonction de Meijer :
/ (—“") P(L+s—1ds (12 J

2mi D(L)p J,_;
TiD(L)p Jeioe \ B I 1 gt (Lo | —M 17

et la loi de Fisher comme : MuT(DT(M) “\Mp| L-1 ; . (17)

~c+100 —s

~ / <%> INL+s—1)T(M+1-s)ds (13) etsafonctionde répartition s’écrit :

c—100 1%

le cdté technique de ces expressions reposant daregifade 1 G2 Lr |1, -M+1 5 . (18)
i i D(L)T(M) 22\ M L ;0

dans le plan complexe de produits de fonctions Gamma. (L)I'(M) Iz )




2 Ladistance de Kullback-Leibler

2.1 Cas de la famille exponentielle

La distance de Kullback-Leibler entre deux lois de probgbil
p(x) etq(x) est donnée par la relation :
p(x)) de

] o) os (q<z>

Elle possede d'intéressantes propriétés statisiguesque elle
est caractéristique de la vitesse de décroisance deierpielle
[9].

Dans la mesure ou I'on étudie deux lgix) et ¢(x) de
la famille exponentielle (comme la loi Gamma), les expres:
sions delog (p(x)) et delog (¢(x)) s’expriment comme des
sommes faisant intervenir des sommes des puissances des V.

DKL (p,q) (19)

abledog x etx : ceciconduitalors a des expressions s’exprima

en fonction des moments et des log-momentg(dg [10].
Par exemple, sj(z) = [/, L], ona:

/
logx— Ex

(20)
ce qui permet de réécrire un des termes de I'expressign (19

[ p(x) log (G, L')(x)) da
Liog (&) ~log (L) + (L' = D)y — Loy

log (q(x)) = L'log (%) —logT(L")+ (L' —1)

(21)

dans laquellé, ; est le premier log-cumulant de la lpfx) et
1m, 1 est le premier moment de la Ip{z). Ces deux grandeurs
étant connues pour les lois Gamma, relations (7) et (8)ben o
tient ainsi la distance entre deux lois Gampia) = G[u, L]

etg(x) = G, L]
log ((%)L (u_’)” r(L')) n L'(ﬁ) )
log (L))

L T(I)
+ (L= L) (log () + W (L) —

(22)

Un exemple de résultats est donné figure 1 ou plusieurs dis
tances de Kullback-Leibler entre lois Gamma sont calauilée

avec la loi Gammg(1, 1] comme référence. Dans cette figure,
les lois sont positionnées dans le diagrankne- <3 (<3 selon

les abscisseg,; selon les ordonnées, le demi-espace droit cor-

respondant aux familles de lois a queues lourdes).

2.2 Casde laloi de Fisher
Grace a une relation du Gradshteyn ([6], p558 formule 44),
déduit :

fooof[wL,M] (x) log (1 + MM)
(L+ M) (V(L+M) — I(M))

L+M

dx (23)

et connaissant aussi la relation (21), on obtient une esjoes
analytique originale de la distance de Kullback entre uhddo

FisherF [u, L, M] et une loi Gamma :
L T(L+M)

log (m F(L)F(M))
(L+ M) UL+ M)

DKL (F
+ (L -
- L 1og

p, L, M1, G [, L")
V(L) + (M+1)¥(M) —
L/ 4 1Og1—\(LI) 4 L M

m W M—1H
~1) (log (42 +
(24)

W(L) — W(M))
3 Ladistance de Kolmogorov-Smirnov

’

v/\v

3.1 Lois de Meijer

Soient deux lois de probabiliiz) etq(x) définies sulR ™ et
soientF R, et FR, leurs fonctions de répartition. Alors, dans
mesure ou I mtegrale est définie, la distance de Kgjarov-
{nirnov s'écrit :

DKS (p.q) = / p(x) (FRy(z) — FR,(x))*dz (25)

Cette expression pose tres souvent des problemes daas le ¢
général. Or, si les deux lois sont des lois de Meijer, Gedire
gu’elles s’expriment sous forme de fonction de Meijer, lleck
débouche sur une expression analytique grace a laawe ]
page 422 qui exprime l'intégrale de 0 a I'infini du produé d
deux fonctions de Meijer. Cette relation est & manipulecav
beaucoup de précautions a cause des bandes de défirdson d
transformées de Mellin correspondantes.

Distances de Kullback-Leibler et de Kolmogorov-Smirnov
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Figure 1: Comparaison, dans le diagramie- &3, des dis-
tances de Kolmogorov-Smirnov et de Kullback-Leibler entre
la loi Gammag|[1, 1.6] et les loisG[1, 1.8], G[1,2.], G[1, 2.25],
G[1,2.50], G[1,3.0] etg[1, 4].

3.2 Cas des lois Gamma et des lois de Fisher

Il est alors possible d’exprimer analytiquement la distade
Kolmogorov-Smirnov entre deux lois Gam@idy1, L1] etg [ua, La).



Cette nouvelle relation s’exprime comme :

1 m G272 21 —Ll, 1 3 0
T(L)T(L) Ly 733\ Li | —1,L; ; 0
2 —272 o 7L271 7 0
traoraa s Gas |\ 5| _ :
Ll 5 0 (26)
_ 1 B 6272 g1 Lo _L17 1 5 0
T(L1)T(L2) L1 3,3 \ p2 L1 —1,Ly ; O
_ 1 2 G322 ( p2 Ly —L,1 5 0
T(LOT(L2) Lo 33 \ L | —1, Ly ; 0

Un exemple de résultats est donné figure 1 ou plusieurs dis
tances de Kolmogorov-Smirnov entre lois Gamma sont cal-

culées avec la loi Gamnt@1, 1.6] comme référence.
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Figure 2: Comparaison, dans le diagramie- &3, des dis-

tances de Kolmogorov-Smirnov et de Kullback-Leibler etdre

loi Gammag|1, 2] et les loisF|1, 2,10}, F[1,2,5], F[1,2,3],
etF[1,2,2).

Ce résultat s’étend a la loi de Fisher : il est alors pdesib
d’avoir une expression analytique de la distance de Kolmmgo
Smirnov entre une loi Gamma et une loi de Fisher. Ces résulta 5]

sont illustrés figure 2.

3.3 Comparaison entre distances

Siles valeurs des distances de Kolmogorov-Smirnov et div&ck-
Leibler ne peuvent étre comparées en terme de valeurs, leu
rapport montre une tendance trés instructrice. La figure8-m

tre qu'il existe une relation linéaire entre ces distarsegue

ces deux distances ont tout en pratique pour étre des déstan

équivalentes pour les lois définies $Rr".

4 Conclusion

Migré une certaine lourdeur de notation, exprimer les ti#s
I'imagerie cohérente sous forme de fonctions de Meijespnte

d’étonnantes perspectives puisqu’elle permet d’avog ebe

-
~

Figure 3: Rapport entre distances de Kullback-Leibler et de
Kolmogorov-Smirnov entre lois Gamma selon la valeur du
parametrel. Les differentes courbes correspondent au ratio
de ces distances entre une loi Gamma de référefjtel(00],
G[1,1.25], G[1,1.50] etG[1, 2.00]) et d’autres lois Gamma.
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pour la comparaison de lois, tant empiriques que théosique



