Reconstruction tomographique 2D :
une nouvelle méthode de rétro-projection filtrée
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Résumé — En reconstruction tomographique 2D, le terme de « rétro-projection filtrée » est ambigu, car les projections sont d’abord filtrées
puis rétro-projetées dans le plan image. Si I'inversion des opérations est possible mathématiquement, elle n’est jamais appliquée en pratique.
Cet article présente un moyen de calculer la rétro-projection filtrée avec la méme précision numérique quel que soit 1’ordre des opérations. Une
illustration dans le cadre de la reconstruction de régions d’intérét démontre la versatilité de la méthode.

Abstract — In 2D tomographic reconstruction, filtered backprojection is an ambiguous denomination, as the standard scheme consists in filtering
the projections then backprojecting them in the image space. Although it is mathematically equivalent to swap the steps, it is never applied in the
other way in practice. This article proposes an implementation of the filtered backprojection method such that any ordering of those steps leads
to the exact numerical reconstruction. An example in the context of region-of-interest reconstruction demonstrates the versatility of the method.

1 Introduction

Le probleme classique de tomographie bidimensionnelle pos-
sede une solution analytique appelée rétro-projection filtrée.
Ce terme est toutefois ambigu, en ce sens qu’il correspond au
filtrage des projections, suivi d’une opération de rétro-projection.
Si I’inversion des opérations est correcte mathématiquement, le
résultat n’est plus équivalent au précédent cas lorsqu’on discré-
tise le probleme.

On propose dans cet article une méthode de résolution de la
rétro-projection filtrée, permettant d’obtenir la méme précision
numérique quel que soit I’ordre des opérations.

Le probleme est remis en évidence dans la partie 2. La nou-
velle.méthode est présen.tée dans la partie 3 (?tl les liens avee  oction 6 (fi o 1):
certains concepts de la littérature sont explicités. En particu-
lifar, la méthode est adaptée E.l I’approche par rétro-projection po(u) = (Rof)(u) = /
différenciée. La méthode est illustrée par deux exemples dans —00
la partie 4, avec un cas de reconstruction de données tronquées. )T

FIGURE 1 — Géométrie d’acquisition. Les intégrales de 1’ob-
jet le long de lignes paralleles sont mesurées sur un détecteur
orthogonal aux rayons.

+oo
f(t0 +ub*)dt, (1)

ot 4 = (—sinf,cosf) . Lorsque © décrit un secteur angu-
laire, on notera Rg 1’opérateur de projection associé ; pg décrit
alors la collection de projections {pg }sco. L’ adjoint de I’opé-
rateur de projection R est I’opérateur de rétro-projection.

2 Position du probleme

On considere un objet bidimensionnel f : R? — R observé a
travers ses projections py dans une direction @ = (cos #,sin6) .
Autrement dit, pg est la transformée de Radon de f dans la di-

On note Dy, le filtre rampe monodimensionnel dans la di-
rection 8- ; on rappelle que le filtrage par la rampe correspond
a une multiplication par la norme euclidienne dans le domaine
de Fourier. Comme précédemment, on notera Dg la collection
de filtres rampes dans les directions 6 € ©.



Lorsque © = [0, 7] (on n’écrira pas les indices par souci de
clarté), le théoréme de coupe-projection permet de reconstruire
f a partir de ses projections via la formule de rétro-projection
filtrée [1] : f = R*Dp. Le filtrage par filtre rampe est réa-
lisé dans le domaine de Fourier, en extrapolant les projections
par zéro et en rendant le signal périodique. Lorsque © décrit
un secteur angulaire plus petit que [0, 7|, 'application de la
formule précédente produit une image fo = R§Deope cor-
respondant a I’'image f, masquée dans le domaine de Fourier

ar
P 1 sife0O,

1y
Xe(p0™) = { 0 sinon.

Enfin, on rappelle que si {Oy }x=1.... x forme une partition de
[0, 7], alors par linéarité f = Zle fo,-

Mathématiquement, il est strictement équivalent de rétro-
projeter d’abord les projections, puis d’appliquer un filtre rampe
bidimensionnel [1]; on note D, un tel filtre et I’on a alors

f = DzyR*p et f@ = DwyRE)p@ (3)

L application du filtre apres rétro-projection n’est pas privilé-
giée dans la littérature, car la transformée de Fourier 2D sup-
pose de connaitre R*p sur tout son support, et ce support est
infini, de surcroit avec une décroissance lente du signal vers
zéro a 'infini.

@

3 Une nouvelle rétro-projection filtrée

3.1 Reconstruction partielle

On considere un secteur angulaire © inclus dans [0, 7] et
I’on suppose qu’il existe un angle o € [0, 7] tel que pour tout
0 €06,a- -0 = cos(a—0) # 0. Un calcul détaillé en An-
nexe A montre qu’il est possible de remplacer le filtrage bidi-
mensionnel de R§pe par un filtrage monodimensionnel dans
la direction ot ; dans ce cas, il est nécessaire de pondérer les
projections avant la rétro-projection, et ’on a

fo=DaR5pS), ou py =la-07 pe.| @

L’intérét de ce résultat est visible sur la fig. 2. En effet, si
I’objet a reconstruire est a support compact, les lignes inter-
sectant le support de I’objet dans la direction - sont toutes 2
support compact : ainsi, il est possible de définir une grille de
reconstruction telle que toutes ces lignes sont intégralement re-
construites, de sorte que le filtrage dans le domaine de Fourier
est maintenant possible numériquement.

3.2 Reconstruction sur le demi-cercle

Pour reconstruire ’objet f a partir de ses projections cou-
vrant le demi-cercle [0, 7], il suffit donc de partitionner [0, 7]
en K secteurs angulaires ©1,--- ,O g, puis de reconstruire
chaque feo, suivant1’équation (5) avec un «y idoine. Par linéa-
rité, on obtient f = 2211 feo,- En pratique, il est souhaitable
que les directions de filtrage soient alignées avec la grille de

FIGURE 2 — Exemple de reconstruction partielle. Les projec-
tions du secteur angulaire [0°,40°] sont pondérées puis rétro-
projetées. Deux directions de filtrage o et ag sont dessi-
nées. Dans ces directions, les lignes intersectant le support de
I’image (disque gris) sont toutes a support compact, incluses
dans les rectangles dessinés en pointillés.

reconstruction, et que les grilles de reconstruction pour chaque
Oy, soient de taille équivalente. Un choix possible est d’utiliser
la configuration suivante :

@1: 0,%} 5 a1:0,

@2: ﬂ'vzj] ) OéQng (5)

O3 = |7,7m| , az=m.
Les directions de filtrage pour ©; et ©3 sont les mémes au
signe pres, il est donc possible de rétro-projeter ces deux sec-
teurs angulaires ensemble en appliquant le changement de signe
a pe,. Qu’il s’agisse des vues latérales (©; U O3) ou frontales
(©2), le support nécessaire pour reconstruire toutes les lignes
d’intérét a la mé&me aire : il s’agit d’un rectangle dont un coté
est le diametre du disque de reconstruction, et I’autre a pour
dimension ce méme diamétre dilaté d’un facteur (1 4 v/2).

3.3 Lien avec la rectification

L’approche proposée s’interprete également dans le cadre de
la géométrie parallele rectifiée [2, 3]. Rectifier une projection
pp revient a rétro-projeter py sur un axe prédéfini ; en I’occur-
rence, py est rétro-projeté sur 'axe z = 0si § € O U Og, et
sur I’axe y = 0'si § € O4. La projection rectifiée s’écrit donc

Ppg(u) = po(Au), (6)
avec A = cosf ou A = sinf = cos (g — 9). La rectification
est essentiellement une étape de ré-alignement des projections
selon une direction ai, avec ay = 0 ou oy = 5. L’opération
de rétro-projection se résume alors simplement a des copies
des projections rectifiées, translatées le long des lignes ou des
colonnes de I’'image. La translation ne modifie pas I’application
du filtre rampe ; en revanche, ’application du facteur d’échelle

A a une influence sur le filtrage, et on peut montrer que

Do, ("po)(u) = [X Dops(Au) = |A| *(Dgpo)(u). (7)
L’équation (8) montre que la rétro-projection (la rectification)
d’une projection filtrée est égale au filtrage suivant un axe de
la rétro-projection (la rectification) de cette méme projection,
pondérée par |A|~! : il s agit donc d’un cas spécifique de (5).



3.4 Lien avec la rétro-projection différenciée

Il existe une formule d’inversion directe alternative a la rétro-
projection filtrée standard, et qui applique également un filtre
monodimensionnel selon une direction fixe dans 1’espace bidi-
mensionnel [4]. Cette formule s’appuie sur la décomposition
du filtre rampe Dy = (27) "1 Hy0Op, ol y est un opérateur lo-
cal (la dérivée monodimensionnelle dans la direction 8+) et
Hy est la transformée de Hilbert monodimensionnelle dans la
direction 8. On peut montrer [4] que lorsque © = [0, 7]

R*9p = —2rHx f. 8)

Partant de 1’équation (9), il suffit d’inverser la transformée de
Hilbert sur chaque ligne de la rétro-projection différenciée R*Op
pour reconstruire 1’objet f. Or le support des lignes d’une telle
rétro-projection est infini : en pratique, la rétro-projection dif-
férenciée étant calculée sur une grille finie, il est impossible
d’inverser numériquement la ligne de Hilbert via une transfor-
mée de Fourier. Dans le cas ou f est garanti d’étre a support
compact, il est possible d’utiliser d’autres formules d’inversion
appelées transformées de Hilbert inverses finies [4, 5].

Suivant le raisonnement utilisé pour la nouvelle méthode de
rétro-projection filtrée, on peut également montrer que

Rb0ope = —2mHa fo, | ©

avec o défini comme dans I’équation (5). Les lignes dans la
direction ot sont a support compact, le filtrage de Hilbert par
transformée de Fourier est alors immédiat : il s’agit simple-
ment d’un changement de signe dans un demi-plan de Fou-
rier. Comme précédemment, il est maintenant possible de re-
construire deux images, 1’'une correspondant aux vues fron-
tales, 1I’autre aux vues latérales, de les filtrer dans deux direc-
tions différentes a 1’aide de la transformée de Fourier, puis de
sommer les résultats. !

4 Résultats

4.1 Acquisition bien échantillonnée

On simule des projections analytiques de disques et on échan-
tillonne [0, 7] uniformément avec 300 positions angulaires. Une
image est alors reconstruite en utilisant la rétro-projection pro-
posée ici et est comparée a la rétro-projection filtrée standard.
Les deux images intermédiaires (nécessitant un support plus
large dans une direction) sont présentées fig. 3(a) et 3(b). La
somme de ces deux images dans le support central (carré poin-
tillé) donne I’'image présentée fig. 3(c). Elle est visuellement
identique a la reconstruction par rétro-projection filtrée stan-
dard de la fig. 3(d). L'image de différence de la fig. 3(e) confirme
que les erreurs dans le disque de reconstruction ne sont due
qu’aux interpolations.

1. Un calcul différent est proposé dans [4] : Rgdepe = w(Hg,f —
Hy, f), o0 © = [01, 62]. En comparaison, la formule (10) semble plus facile
a exploiter en pratique.

FIGURE 3 — Comparaison de la nouvelle rétro-projection fil-
trée a la rétro-projection filtrée standard. (a) Rétro-projection
des projections latérales pondérées (gauche) et image obtenue
apres filtrage des colonnes (droite). (b) Rétro-projection des
projections frontales pondérées (haut) et image obtenue apres
filtrage des lignes (bas). (c) Somme des reconstructions précé-
dentes dans le support dessiné en pointillé. (d) Reconstruction
par rétro-projection filtrée standard. (e) Image de différence
entre (c) et (d).

4.2 Reconstruction d’une région d’intérét

On se place dans le cas d’une aquisition tronquée densé-
ment échantillonnée angulairement (360 projections), et d’une
acquisition non tronquée, mais mal échantillonnée (24 projec-
tions). On utilise cette fois-ci la rétro-projection différenciée
des deux acquisitions et I’on remplace le centre de la rétro-
projection différenciée de 1’acquisition mal échantillonnée par
celui de I’acquisition tronquée (on rappelle que la troncation
n’a aucun effet sur la rétro-projection différenciée au centre).
A nouveau, en séparant les secteurs angulaires, un filtrage de
Hilbert dans le domaine de Fourier reconstruit I’image.

L’image de référence est la fig. 4(a). Elle a été reprojetée
pour générer ’acquisition non tronquée, mal échantillonnée
et ’acquisition tronquée bien échantillonnée (dont les rétro-
projections filtrées standards sont montrées fig. 4(b) et 4(c) et
présentent des artéfacts de sous-échantillonnage angulaire ou
de troncation). Les lignes de la rétro-projections différenciée
ont également été inversées par la formule d’inversion finie pro-
posée dans [5]. I’'image reconstruite fig. 4(d) présente des arté-
facts en lignes dans la région d’intérét. L’image reconstruite a
partir des deux acquisitions via la nouvelle rétro-projection dif-
férenciée, présentée fig. 4(e), est qualitativement tres proche de
I’image de référence dans sa région d’intérét.



(2) (b)

FIGURE 4 — Reconstruction d’une région d’intérét a partir d’une reconstruction double. (a) Image de référence (coupe scanner). (b)
Rétro-projection filtrée standard de 24 projections non tronquées. (c) Rétro-projection filtrée standard de 360 projections tronquées.
(d) Inversion finie des lignes de Hilbert [5]. (e) Reconstruction proposée.

5 Discussion et conclusion

Une nouvelle méthode de rétro-projection filtrée a été pro-
posée et permet d’inverser I’ordre des opérations (filtrage et
rétro-projection) tout en préservant la qualité de 1’image re-
construite. Son adaptation a des schémas alternatifs comme la
rétro-projection différenciée permet la reconstruction de région
d’intérét. Le résultat de la fig. 4 montre également qu’un petit a
priori « fréquentiel » (au sens oll quelques projections non tron-
quées échantillonnent grossierement le plan de Fourier) suffit a
reconstruire correctement une région d’intérét [6]. Cette mé-
thode offre une alternative a I’utilisation d’inversions finies de
la transformée de Hilbert, qui sont sensibles a I’échantillonnage
angulaire et incapables de résoudre le probleme de tomogra-
phie intérieure [4].

L’intérét d’un traitement différencié selon des secteurs angu-
laires pour des reconstructions directes dans 1’espace de Fou-
rier est également mentionné dans [7], dans un contexte dif-
férent. La rétro-projection y est remplacée par le concept de
transformée de Fourier fractionnaire. L’ observation que la rétro-
projection de données rectifiées se ramene a des translations,
calculables dans I’espace de Fourier, brouille également les dis-
tinctions entre rétro-projection des projections filtrées, filtrage
de la rétro-projection, et inversion directe dans I’espace de Fou-
rier lorsque les données sont rectifiées.

A Annexe : preuve de I’équation (5)

Pour prouver 1’équation (5), on écrit :
Rop$) (@) = [ a0 poo-0%)d6.
(_

Le théoréme de coupe-projection Fipy(p) = Fof(pBt), ot
JF,, est la transformée de Fourier nD, donne

+oo )
Do (.’B . OJ_) — fo(pOJ_)eQMrpm-Bldp.

— 00

Du changement de variables v = p@~ résulte
(@) e e Ly-1 2i
R @) = [ [ ot R 0e )

too  ptoo )
= / / lv-at| R fo(v)e ™ P dp.

Finalement :

+oo +o0
DQR*@pg‘)(az) = / ]-'Qf@(l/)ez”m'”dl/ = fo(xz). O

— 00 — 00
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