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Résumé — Devant I’intérét croissant pour 1’analyse de données en grande dimension et le “big data”, il est intéressant de disposer de méthodes de
simulation stochastique qui permettent de générer efficacement des vecteurs de grande dimension distribués suivant une loi a posteriori d’intérét.
Les vecteurs ainsi générés permettent par exemple de construire des estimateurs Bayésiens associés a des modeles statistiques tres évolués.
Cet article résume les principales méthodes de simulation stochastique qui se sont inspirées d’outils issus de la théorie de 1’optimisation. Ces
méthodes sont par exemple basées sur la discrétisation d’équations différentielles stochastiques issues d’un processus de diffusion de Langevin
ou de dynamiques Hamiltoniennes. Elles peuvent également utiliser des outils puissants d’optimisation tels que les opérateurs proximaux ou des
itérations de gradient conjugué.

Abstract — Stochastic simulation methods are efficient tools that allow samples to be generated according to a distribution of interest such as a
posterior distribution. The generated samples can then be used to build Bayesian estimators of the unknown parameters of a statistical model. In
order to respond to the recent increasing interest for high-dimensional data or big data, it is interesting to develop efficient stochastic simulation
methods that can be used to sample high-dimensional distributions. This paper summarizes some methods that have inspired by results from
optimization theory. Some of these methods are based on the discretization of stochastic differential equations resulting from a Langevin diffusion

process or from Hamiltonian dynamics. Other methods use optimization tools such as proximal operators or conjugate gradient iterations.

1 Introduction

Les méthodes Bayésiennes ont montré leur intérét dans de
nombreuses applications du traitement du signal et des images.
Dans un contexte d’estimation statistique, ces méthodes ex-
ploitent les informations contenues dans les données, expri-
mées via un terme de vraisemblance, et les connaissances a
priori disponibles sur les parametres inconnus d’un modele sta-
tistique, pour déterminer la loi a posteriori de ce modele qui est
I’élément clé de toute inférence Bayésienne. Plus précisément,
onnote © = [r1,...,2n]7 le vecteur inconnu du modele sta-
tistique considéré, y = [y1,...,yn|T le vecteur des obser-
vations associé a x et p(y|x; ) la vraisemblance du modele
statistique considéré, ot @ résume les parametres déterministes
du modele. Dans toute inférence Bayésienne, le vecteur x est
muni d’une loi a priori notée p(x; ), qui permet de déterminer
la loi a posteriori de  sachant y notée 7(x) et définie par

_ plylx; 0)p(x; 0)

m(x) = p(xly; 0) = 2. 0) 6]

ou la vraisemblance marginale

p(y:0) = / pyle: 0)p(a: 0)dz @

est classiquement appelée “évidence” du modele. Dans de nom-
breuses applications, il est important de pouvoir déterminer
cette loi a posteriori p(x|y; @) ou de construire des estimateurs
de x basés par exemple sur la moyenne ou sur le maximum de
cette loi a posteriori.

Il existe un grand nombre d’algorithmes d’échantillonnage
qui permettent de générer des vecteurs distribués suivant une
loi d’intérét. Ces algorithmes sont par exemple basés sur la
méthode de Metropolis-Hastings (MH) ou sur un cas parti-
culier de cette méthode appelée échantillonneur de Gibbs (le
lecteur pourra se référer aux chapitres 7 et 8 de [1] pour une
description complete de ces méthodes). Malheureusement, la
plupart de ces algorithmes perdent leur efficacité lorsque x est
de grande dimension. Pour faire face a ce probleme, des al-
gorithmes efficaces d’échantillonnage ont été récemment pro-
posés s’inspirant d’outils issus de la théorie de 1’optimisation.
Cet article résume les plus populaires de ces algorithmes qui
sont basés sur la discrétisation d’équations différentielles sto-
chastiques issues d’un processus de diffusion de Langevin ou
de dynamiques Hamiltoniennes, ou utilisent des outils issus
de la théorie de I’optimisation tels que les opérateurs proxi-
maux ou des itérations de gradient conjugué. Il est organisé en
quatre parties s’intéressant respectivement aux algorithmes de



type Langevin MCMC (Section 2), aux méthodes MCMC Ha-
miltoniennes (Section 3), aux algorithmes MCMC proximaux
(Section 4) et aux méthodes de simulation adaptées aux lois
Gaussiennes en grande dimension (Section 5).

2 Algorithmes de type Langevin

Lalgorithme MALA (pour “Metropolis adjusted Langevin
algorithm™) est un algorithm évolué de type MH qui s’ins-
pire d’un processus de diffusion défini sur R" défini comme
la solution de I’équation différentielle stochastique (EDS) sui-
vante [2]

dX(t)z%Vlogﬂ[X(t)} dt+dW(t), X(0)==z )

ot W un mouvement Brownien défini sur RV, z, € RV dé-
note la condition initiale de cette EDS et V désigne I’ opérateur
gradient. Sous certaines conditions de stabilité, la solution de
I’EDS (3) X (t) converge en loi vers 7 lorsque ¢ — oo, et peut
donc définir un schéma de simulation intéressant pour générer
des vecteurs de loi 7. Puisque la simulation directe de X (¢)
suivant (3) n’est possible que dans des cas tres particuliers, on
peut discrétiser I’EDS (3), par exemple a 1’aide d’une méthode
d’Euler, ce qui conduit a la relation suivante

XD L Af (X(t) + gVIOgﬂ' (X(t)> 75]11\[) 4)

ol le paramétre § est un pas de discrétisation. Sous certaines
conditions sur 7 et J, (4) produit une bonne approximation de
X (t) qui converge vers une loi stationnaire proche de 7 [3].
Dans I’algorithme MALA, I’erreur d’approximation est corri-
gée en introduisant une étape d’acceptation-rejet qui garantit
la convergence de I’algorithme vers la densité cible d’intérét 7
(voir [4] pour plus de détails).

La rapidité de convergence de 1’algorithme MALA peut étre
accélérée de maniere significative en remplagant § par une ma-
trice judicieusement choisie notée 3(x), qui dépend en parti-
culier de I’état courant de la chaine de Markov et capture les
corrélations locales de 7. La matrice 3 () peut étre construite
en exprimant la dynamique de Langevin sur une variété Rie-
mannienne comme dans [5]. Dans ces algorithmes MALA Rie-
manniens, le choix de X(x) peut se ramener a la définition
d’une distance ou métrique pour I’espace des parametres d’in-
térét [5]. Comme les notions de gradients Riemannien et Eucli-
diens sont liées par la relation Vg(z) = X(x)Vg(x), on ob-
serve que ce probleme est tres étroitement lié au probleme de
pré-conditionnement du gradient en optimisation. Comme en
optimisation, des choix standards de matrices 3 peuvent étre
obtenus. On peut par exemple choisir 3 comme une matrice
définie-positive construite a partir de I’inverse de la matrice
Hessienne en s’inspirant de 1’algorithme BFGS [6] ou en utili-
sant la transformation SoftAbs [7]. Une autre stratégie consiste
a utiliser comme matrice 3(x) I’inverse de la matrice d’infor-
mation de Fisher [5], qui est la métrique “naturelle” d’un point
de vue de la théorie de I’information et est en lien avec la mé-
thode de descente de gradient naturel [8]. Puisque 1’utilisation

exacte de la Hessienne ou de la matrice d’information de Fi-
sher est généralement trop couteuse, un challenge dans la com-
munauté du traitement du signal a été de trouver des approxi-
mations qui restent efficaces en grande dimension (voir [9, 10]
pour quelques travaux récents). Une autre stratégie consiste a
optimiser X en ligne, ce qui conduit naturellement a des ver-
sions adaptatives de 1’algorithme MALA. Algorithmiquement,
cela peut s’effectuer en interprétant I’algorithme comme une
méthode de descente de gradient stochastique, ce qui montre
une autre forme de synergie entre les méthodes de simulation
stochastique et les algorithmes d’optimisation déterministes.

3 Méthodes MCMC Hamiltoniennes

La méthode MCMC Hamiltonienne (appelée méthode HMC
dans cet article) résulte de 1’application de I’algorithme MH
a un probleme défini a ’aide d’un vecteur de variables auxi-
liaires [11]. A partir d’un vecteur w € RY et d’une matrice
3 € RNVXN définie positive, considérons la loi augmentée
m(z,w) o« m(x)exp(—iwTE"1w), qui admet la loi cible
d’intérét 7r(x) comme loi marginale. La méthode HMC est ba-
sée sur le fait que les trajectoires définies par les “dynamiques
Hamiltoniennes™ conservent les lignes de niveaux de 7(x, w).
Un point (2o, wg) € R?Y qui évolue selon les équations diffé-
rentielles (5) pendant un temps de simulation (0, ¢]

e _ —Va logm(z,w) = T w
e 5)
T Vg logm(x,w) = Vg logm(x)

fournit alors un point (@4, w;) tel que 7(x;, wy) = w(xo, Wo).
En d’autres termes, une loi de proposition vérifiant (5) admet
m(x,w) comme loi invariante. En exploitant cette propriété
pour la simulation, la méthode HMC combine (5) avec une
étape d’échantillonnage aléatoire, w ~ A(0,3), qui admet
également comme loi invariante 7 (&, w), et produit donc une
chaine de Markov ergodique. Finalement, comme pour la dif-
fusion de Langevin (3), il n’est généralement pas possible de
résoudre les équations Hamiltoniennes (5) exactement. On uti-
lise alors une approximation comme 1’approximation leap-frog
(détaillée dans [11]) qui permet d’obtenir le schéma de simula-
tion suivant

wtH/2)  — p® ng log (wm)

p(t+6) — 2® + S Ly (t19/2) (6)
— w2 g V. log (w(t+a>)

ol le parametre § permet a nouveau de controler le pas de dis-
crétisation. L’erreur d’approximation introduite par 1’approxi-
mation (6) est ensuite corrigée par une étape de MH assurant
que 7(x,w) est la loi d’intérét de la chaine de Markov. Pour
obtenir des vecteurs distribués suivant la loi marginale 7(x), il
suffit de projeter 1’état augmenté (:c(t) , w(t)) sur I’espace d’état
d’origine en supprimant le vecteur w(®). Cette méthode est ré-
sumée dans 1’algorithme 1 ci-dessous.

w(t+o)



Algorithme 1 : Méthode de Monte Carlo Hamiltonienne
(avec leap-frog)

Choisir une valeur initiale pour z(®), § > Oet L € N.
fort =1toT do
Mettre a jour la variable auxiliaire w ~ N (0, X).
Générer un candidat (x*, w™) en propageant 1’état
courant (x(*~1) w) avec L étapes de leap-frog de
longueur § définie dans (6).
Calculer la probabilité d’acceptation

) _ m(x*, w*)
p' = min <1’7r(a:(t—1),w) .

Générer u; ~ U(0, 1).
if u; < p* then
Accepter le candidat et poser (Y = x*.
else
Rejeter le candidat et poser (") = z(
end if
end for
Sortie {x )},

t—1).

On peut noter que les développements effectués pour 1’al-
gorithme MALA s’appliquent aussi a la méthode HMC (I’al-
gorithme MALA est équivalent a une méthode HMC avec une
étape de leap-frog par itération). En particulier, si on exprime
la dynamique Hamiltonienne dans une variété de Riemann, on
obtient un algorithme HMC Riemmanien, ou § est remplacé
par une matrice X(x) qui dépend de I’état courant = et qui
peut améliorer la rapidité de convergence de maniere signi-
ficative [5]. De maniere similaire, il y a des méthodes HMC
adaptatives qui utilisent des pas de gradient stochastique pour
optimiser les parametres de maniere séquentielle [11].

4 Algorithmes MCMC proximaux

Les algorithmes MCMC tels que 1’algorithme MALA ou les
méthodes HMC reposent sur des outils d’analyse différentielle
qui permettent de se déplacer efficacement dans des espaces de
grande dimension. Ces stratégies de simulation peuvent s’avé-
rer inefficaces si la loi 7 n’est pas suffisamment réguliére, par
exemple si 7 n’est pas Lipchitzienne et continiiment différen-
tiable. En effet, les approximations a temps discret utilisées
pour construire la chaine de Markov de 1’algorithme MCMC
peuvent dans ce cas devenir divergentes. Ce probleme inter-
dit Iutilisation de I’algorithme MALA ou des méthodes HMC
lorsque la fonction objectif n’est pas différentiable ou lorsque
le vecteur x est soumis a des contraintes, par exemple de posi-
tivité, ou de norme inférieure a une valeur donnée.

Il a été montré récemment que 1’algorithme MALA ou les
méthodes HMC peuvent étre utilisés pour des modeles convexes
non lisses en exploitant des outils d’optimisation convexe comme
les opérateurs proximaux ou les envelopes de Moreau- Yoshida.
Par exemple, une approximation proximale du processus de

diffusion de Langevin (3) définie par '

X(t-‘rl) ~ N (prox;é log 7 (X(f)) ,(SHN) (7)
2

a été récemment proposée dans [14] comme une alternative a
I’approximation d’Euler

XD o A <X(t) + gVIOgW (X(t)) ,6]In)

utilisée dans 1’algorithme MALA (d’autres versions plus avan-
cées de (7) utilisent des techniques de splitting permettant de
gérer des éléments lisses et non-lisses séparément, voir [15]).
Il a été établi dans [14, 15] que si 7 est log-concave, (7) corres-
pond a une discrétisation de (3) remarquablement stable avec
des propriétés de convergence tres intéressantes. De plus, I’al-
gorithme MALA “proximal” résultant de 1’utilisation de (7)
avec une étape de MH possede également des propriétés de
convergence remarquables [ 14] par rapport a d’autres méthodes
MALA ou HMC. On peut noter que I’utilisation directe de
(7) sans étape de MH permet généralement d’obtenir des al-
gorithmes tres efficaces qui sont uniquement limités par la pré-
sence d’un biais asymptotique [15]. Enfin, I’utilisation d’opé-
rateurs proximaux dans les méthodes HMC a fait I’objet de tra-
vaux récents pour 1’échantillonnage de densités log-concaves
non continument différentiables [16]. Les expérimentations ef-
fectuées dans [16] montrent que 1’utilisation d’opérateurs proxi-
maux dans des algorithmes MCMC peut étre tres efficace, en
particulier dans des applications out I’espace d’état est de grande
dimension et ou les lois a priori sont non lisses. Analyser les
propriétés de convergence de cet algorithme est un probleéme
intéressant qui mériterait une étude spécifique.

5 Lois gaussiennes en grande dimension

L’approche standard pour simuler suivant une loi gaussienne
multivariée de matrice de précision @ € R™*"™ est d’effectuer
une factorisation de Cholesky de cette matrice sous la forme
Q = LTL, de générer un vecteur gaussien auxiliaire w ~
N(0,Iy) et d’obtenir un vecteur  de loi N (0, Q) par réso-
lution du systeme linéaire Lz = w [17]. La complexité cal-
culatoire de cette approche est cependant trop couteuse pour
la plupart des problemes de grande dimension (on peut cepen-
dant noter qu’il y a des cas spécifiques qui peuvent se traiter
comme lorsque @ est Toeplitz [18], circulante [19] ou parci-
monieuse [17]).

Les méthodes de simulation de lois gaussiennes multivariées
inspirées de méthodes d’ optimisation utilisent la propriété qu’un
vecteur gaussien peut étre obtenu par minimisation d’une fonc-
tion de coit judicieusement choisie [20, 21]. Considérons un
modele Bayésien avec une vraisemblance gaussienne y|z ~
N(Hz,X,) et une loi a priori x ~ N (xg,X,), ot H €
RNXM st un un opérateur linéaire, la moyenne de la loi a
priori est zp € RN, et ¥, € RVXN, Yy € RM*M gont deux

1. prox,(v) désigne I’opérateur proximal de ¢ évalué au point v € RN
[12,13].



matrices de covariance définies positives. Il est facile de mon-
trer que la loi a posteriori p(x|y) est aussi gaussienne de vec-
teur moyenne p € RY et de matrice de précision Q € RV*N
définis par
Q=H"S,'H+3x;'
p=Q ! (HTE;,ly + E;lwo) .

Simuler suivant la loi a posteriori de x|y ~ N (u, Q') par
factorisation de Cholesky de Q peut se révéler couteux quand
N est grand. Certaines méthodes s’inspirant de 1’optimisation
cherchent a résoudre le probleme de minimisation ‘““aléatoire”

x = argmin (w; — Hu)T 2;1 (wy — Hu)
u€RN (8)
+ (wy — )" B! (wy — u)

avec w1 ~ N(y,X,) et wy ~ N(xzg,X,). Il est facile de
vérifier que si (8) est résolu de maniére exacte, alors x est
un vecteur distribué suivant la loi a posteriori p(z|y). D’un
point de vue complexité calculatoire, il est cependant beaucoup
plus simple de résoudre (8) approximativement, par exemple
en utilisant quelques itérations de gradient conjugué [21]. L’er-
reur d’approximation peut alors étre compensée en utilisant une
étape de MH [22], au prix de I’introduction d’une certaine cor-
rélation entre les vecteurs générés par la chaine, et donc d’une
diminution de la taille effective de I’échantillon généré par la
chaine. Heureusement il y a une maniere élégante de déter-
miner automatiquement le nombre optimal d’itérations de gra-
dient conjugué qui maximise ’efficacité de I’algorithme [22].

6 Conclusions

Cet article a résumé les principales méthodes de simulation
stochastiques pilotées par I’optimisation qui peuvent s’organi-
ser en quatre grandes classes : les méthodes de type Langevin
MCMC, les méthodes MCMC Hamiltoniennes, les méthodes
MCMC proximales et les méthodes spécifiquement adaptées
aux lois normales en grande dimension. Nous renvoyons le
lecteur a [4] pour un exposé plus détaillé de ces méthodes et
pour quelques travaux futurs qui nous paraissent prometteurs.
Nous pensons que I’optimisation jouera un réle de plus en plus
important pour la construction de méthodes de simulation sto-
chastique adaptées aux problemes de grande dimension.
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