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Résumé — Cet article considere un probléme de test d’hypothése distribuée a trois terminaux ol I’émetteur peut envoyer un message a un relais,
qui envoie ensuite un message a un récepteur. Le relais et le récepteur souhaitent décider de I’hypothese binaire qui détermine la distribution
conjointe des observations aux trois terminaux. Les principales quantités d’intérét dans cet article sont les plus grands exposants d’erreur de type
II lorsque I’on exige que les erreurs de type I disparaissent asymptotiquement. L’article présente un schéma de codage général, dans lequel le
codeur envoie une version quantifiée de son observation au relais, et le relais traite le vecteur de quantification obtenu avec sa propre observation
et envoie le résultat de ce traitement avec sa propre décision au récepteur. Le récepteur prend une décision préliminaire en fonction du vecteur
quantifié obtenu et de sa propre observation, et ne prend une décision pour I’hypothese nulle que si le relais prend la méme décision. L’ exposant
d’erreur de type II est analysé pour le schéma proposé. En outre, il est démontré que des versions simplifiées du schéma permettent d’obtenir les
exposants d’erreur de type Il maximaux dans des cas particuliers.

Abstract — This paper considers a three-terminal distributed hypothesis testing problem where the transmitter can send a message to a relay,
which subsequently sends a message to a receiver, and where the relay and the receiver have to decide on the binary hypothesis underlying the
joint distribution of the observations at the three terminals. The main quantity of interest in this paper are the maximum achievable type-1I error
exponents when one requires that the two type-I errors vanish asymptotically. The paper presents a coding strategy where the encoder sends a
quantized version of its observation to the relay, and where the relay processes the obtained quantization vector with its own observation and
sends the processed information together with its own decision to the receiver. The receiver makes a preliminary decision based on the obtained
quantization information and its own observation, and keeps a decision for the null-hypothesis only if the relay takes the same decision. The
type-1I error exponents achieved by the proposed scheme are analysed. Moreover, it is shown that simplified versions of the general scheme
achieve the largest possible type-II error exponents in some special cases.

1 Problématique sage My € {0,...,|2"%|} au relais, od M; = ¢ (X™)
xn n n pour une fonction de codage ¢(™) : X" — {1,...,|2"% |} et

Y Z ou R; indique le taux de transmission de 1’émetteur au relais.

{ Le relais observe une suite de symboles Y := (Y1,...,Y},)

0 qui prennent valeur dans un alphabet fini )). Se basant sur

Tx M, Rel. My Rx —— M; et Y™, il envoie un message Mo € {0,...,[2"F2|} au

l récepteur, ol My = g")(Ml, Y™) pour une fonction de co-

61 dage (s {1,... |27} x X" — {1,...,|2"%2 |} etot Ry

indique le taux de transmission du relais au récepteur. Celui-

FIGURE 1 — Test d’hypothese dans un réseau a deux sauts. ci observe une suite de symboles Z" = (Zy,...,Z,) qui

prennent valeurs dans un alphabet fini Z.

Les triplets { (X}, Y, Z¢) }1; sont indépendamment et iden-
tiquement distribués (i.i.d.) selon une loi conjointe. Il y a deux
hypotheses possibles. Si H = 0, 1a loi conjointe est Pxy z et si
‘H = 1, 1a loi conjointe est () xy z. Donc :

Un grand nombre de systemes d’alerte et de surveillance
futurs utiliseront de nombreux capteurs qui communiquent
entre eux. La facon dont ils peuvent communiquer influence
évidemment la performance de ces systemes et il est impor-
tant d’étudier cette influence. Dans cet article, nous proposons

d’étudier un simple réseau a deux sauts, qui est illustré dans H=0:(X",Y" Z")iid. ~ Pxyz (D)
la Fig. 1. L’émetteur, observe la suite de symboles X" := R

’ =1:(X"Y", Z")iid. ~ . 2
(X1,...,X,) qui prennent des valeurs dans un alphabet fini H (X7, 27) i @xvz @

X. Se basant sur cette observation, I’émetteur envoie un mes-  Le relais et le récepteur veulent décider laquelle des deux hy-



potheses s’applique, H = 0 ou H = 1. En fait, se basant sur le
message recu M et son observation Y™, le relais produit

Hy =gl (Y™, M), 3)

oi g™ © Y x {0, ..., |27 |} — {0,1}. Se basant sur le
message recu M» et son observation Z", le récepteur produit
H. = 9.(2", Ma), “)
o g™ : Zn x {0, ..., [2"F= |} — {0,1}.
Les probabilités d’erreur de type I sont alors

ozln_Pr[ y—1|7-{,—0] 4)

a2y = Pr[’HZ =1|H =0], ©6)
et les probabilités d’erreur de type II sont

51n—Pr[ 1, = 0H = 1], (M

Bon = Pr[H. = 0/H = 1], ®)

Pour tout ¢ € (0,1), le tuple (01,602, Ry, R2) est dit e-
atteignable, s’il existe une suite de fonctions {qb("),(bz(;n),

gi gt }>° , telle que pour i € {1,2} et pour tout nombre
entier n suffisamment large
Qjp <€ )]
et
— lim —logﬁznZH (10)
n—oo N

Nous nous intéressons aux plus grands exposants d’erreur de
type II lorsque I’on exige que les probabilités d’erreur de type
I disparaissent asymptotiquement.

Définition 1 On fixe les taux (Ry, Rg). Soit E(R1,Rs) la
cloture de I’ensemble des paires (61 > 0,02 > 0) telle que
(61,02, Ry, R2) est e-atteignable pour tout € € (0, 1).

Les limites fondamentales des exposants d’erreur de type II
ont précédemment été étudiées dans [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] mais
pour des scénarios sans relais. Le travail le plus étroitement 1ié
a cet article est [7]. Les principales différences entre [7] et le
travail présent sont que, dans notre installation, il n’y a pas de
lien de communication direct entre I’émetteur et le récepteur
et que le relais souhaite également prendre une décision sur
I’hypothese.

Nous concluons cette section avec quelques remarques de
notation. Par Px, Py, Pz, Pxy,Pyz, Py|x etc. nous nous
référons aux lois marginales et conditionnelles obtenues de
Pxvy 7. Toutes les informations mutuelles I(- ;-) dans cet ar-
ticle sont calculées en supposant que X", Y™ Z" sont i.i.d.
selon Pxyz. Soit D(-||-) la divergence de Kullback-Leibler.

(n)

Nous écrivons A¢ ’ pour un ensemble typique.

2 Résultats

En premier, nous présentons la région £(R;, Ry) pour des
cas particuliers, pour lesquels nous mentionnons brie¢vement
comment cette région peut &tre atteinte. Ensuite, nous
présentons un résultat d’atteignabilité pour le cas général.

2.1 Résultats Exacts Pour Des Cas Particuliers

Les cas particuliers sont des tests d’indépendance. En fait, le
premier cas particulier considere que :

Pxyz Px - Py|x - Pzyy, (11)
Qxyz = Px-Py-Pgz, (12)
Ry > H(Y). (13)

La stratégie optimale dans ce cas est que I’émetteur quantifie
la source (quantification décrite par la variable auxiliaire U) et
décrit le vecteur quantifié par le message M; au relais. Celui-
ci vérifie si le vecteur quantifié est conjointement typique avec
son observation. Si c’est le cas, il décide H, = 0, autrement
il décide H, = 1. Le relais envoie le message Mo suivant au
récepteur. Le premier bit de M5 indique si H, = 0 ou H, =
1. Le reste du message Mo décrit I’observation Y au relais
en utilisant une compression sans perte. Le récepteur décide
H. = 0 si, et seulement si, H, = 0 et la suite Y™ décrite par
la deuxieme partie de M est conjointement typique avec Z”.

Théoreme 1 Soient (11)—(13). Alors, E(Ri1, Rs) est l'en-
semble de toutes les paires (61, 02) qui satisfont

Y), (14)
U:Y)+1(Y; 2), (15)

0<6, <I(U;
0 <6, <I(
pour une variable auxiliaire U telle que la chaine de Markov
U — X — (Y, Z) est vraie, ainsi que 1’inégalité suivante :

Ry > I(U; X). (16)

Preuve : Les détails de la preuve d’atteignabilité sont omis.
Pour la preuve du “converse” voir la section 3.

Le deuxiéme cas particulier suppose

Pxyz Px - Pzx - Pyz, (17)
Qxvz = Pxz Py (18)
et la condition dans (13).

La stratégie optimale dans ce cas est quasiment la méme
que dans le premier cas. La seule différence est qu’il n’est pas
nécessaire que le relais envoie sa décision H, au récepteur,
car la connaissance de la suite Y™ est plus intéressante pour
le récepteur que toute autre information sur la paire (X™,Y™).

Théoréme 2 Soient (13), (17) et (18). Alors, E(R1, Ry) est
I’ensemble des paires (01, 02) qui satisfont
0<6 <I(U;Y), 19)
0<0, <I(Y;Z), (20)

Preuve : Omise.

Le troisieme cas particulier suppose (17) et les deux condi-
tions suivantes

Qxyz = Px-Pyz, 21
Ry > R;. 22)



La stratégie optimale dans ce cas est que 1’émetteur quan-
tifie la source (cette quantification est décrite par la variable
auxiliaire .S) et décrit le vecteur quantifié par le message M,
au relais. Celui-ci vérifie si le vecteur quantifié est conjointe-
ment typique avec son observation Y. Si c’est le cas, il décide
H, = 0, autrement H, = 1. Le relais envoie le message
My = M; au récepteur, qui décide H, = O si, et seulement
si, le vecteur quantifié est conjointement typique avec Z".

Théoreme 3 Soient (17), (21) et (22). Alors, E(R1, Ra) est
I’ensemble des paires (01,02) qui satisfont

0<6, <I(S;Y), (23)
0< 6y < I(S; 2), (24)

pour une variable auxiliaire S telle que la chaine de Markov
S — X — (Y, Z) est vraie, ainsi que I'inégalité suivante :

Ry > Ry > I(S; X). (25)

Preuve : Omise.

2.2 Résultat d’Atteignabilité Général

Selon les résultats obtenus dans la sous-section précédente,
pour certains cas particuliers la stratégie optimale au relais est
de transférer directement le message recu par 1’émetteur au
récepteur (voir Théoreme 3). Dans d’autres cas particuliers,
la stratégie optimale est que le relais envoie une version com-
primée de son observation au récepteur. Dans d’autres cas en-
core, le relais doit envoyer au récepteur sa propre observa-
tion ainsi que sa propre décision sur I’hypothese. Nous comp-
tons unifier ces stratégies dans une seule stratégie pour le cas
général. Plus précisément, nous proposons que 1I’émetteur en-
voie deux informations de quantifications au relais comme pro-
posé pour la compression a multi-sauts dans [9, 10]. Une de ces
informations est destinée uniquement au relais (celle-ci est in-
diquée par la variable U), et I’autre est destinée au relais ainsi
qu’au récepteur (celle-ci est indiquée par .S). Le relais envoie
un message Mo qui consiste en trois parties : le premier bit
de M, indique la décision H, prise au relais ; une deuxieme
partie transfere I’information de quantification provenant de
I’émetteur et destinée au relais e au récepteur ; et une troisieme
partie est obtenue apres un traitement au relais de sa propre ob-
servation avec les quantifications regues de I’émetteur.

Théoreme 4 E(R;, Ry) contient toutes les paires (01, 62) qui
satisfont les deux inégalités suivantes :

6p < min  D(Psyxyl||Psuix@xy), (26)
_ Psuxvy:

Psux=Psux

Psuy=Psuy

fy <  min
Psuvxyz:
Psux=Psux
Psuvy=Psuvy
Psvz=Psvz

D(Psuvxy z||Psvix Pvisuy @xyz)

—I(U;V|8) 27)

pour un triplet de variable auxiliaires (U, S, V) tel que les
chaines de Markov (U,S) — X — Y, Z) eV —
(S,Y,U) — Z et les deux inégalitées suivantes sont vraies :

RIZI(UNS’;X)? (28)

Ry > I(X;S)+ I(V;Y,U|S). (29)

Esquisse de Preuve : Soient € > 0 un nombre réel proche de
0, n une taille de bloc, et Py, 5| x et Py 5y des lois de proba-

bilité conditionnelles. On choisit des taux R, Rs, R, > 0 de
facon a satisfaire

R.+ R, > I(U,S; X), (30)
Rs > I(X;95), (3D
R, > I(V;Y,U|S). (32)

Soit Ry = R, + Rset Ro = R, + R,.

Génération du Codebook : On construit aléatoirement un
codebook Cs 2 {S™(j): j € {1,..,|2"%]}} en choisis-
sant chaque symbole de chaque mot de code de longueur
n ii.d. selon une loi de probabilit¢é Pg. Pour chaque indice
j € {1,...,]2"%= |}, on construit aléatoirement un codebook
Cu(j) 2 {U™(i|5): i € {1,...,[2"F«]}} en choisissant le ¢-
ieéme symbole de chaque mot de code de longueur n selon une
loi de probabilité Py s(.[S¢(j)), ot Se(j) est le {-ieme sym-
bole du mot de code S™(j). De la méme maniére, pour chaque
indice j € {1, ..., [2"%= |}, on construit aléatoirement un code-
book Cy(j) 2 {V™(k|j): k € {1,...,|2"% |}}, ol on utilise
Py 5 au lieu de Py s.

Emetteur : L’ émetteur cherche une paire (i, 7) telle que

(X", 8™(4),U™(il5)) € AZ(Pxsu)- (33)

S’il trouve une telle paire, il I’envoie au relais en utilisant le
message M. Il choisit donc M7 = (4, j). Autrement, il envoie
M; =0.

Relais : Le relais vérifie si (U™(ilj),S"(4),Y™) €
AE”)(PUSY). Si cette condition n’est pas vérifiée, il décide
7:{,y = 1 et envoie My = 0 au récepteur. Par contre, si la condi-

tion est vérifiée, il décide 7:[y = 0 et cherche un k tel que
(V™ (klj), S™(5), U™(ilj),Y™) € A™ (Pysuy).  (34)

Si un tel indice existe, le relais envoie My = (j,k) au
récepteur. Sinon il envoie My = 0.

Receiver : Si My = 0, alors le récepteur décide 7:12 = 1.
Autrement, il vérifie si

(V"™ (k|5),8™(5),Y™) € A (Pysy). (35)

Si cette condition est vérifiée, il déclare 7:12 = 0, sinon il
déclare H, = 1.
Analyse : Omise.

3 Preuve du Converse du Théoreme 1

.o A ; o L
Soit U; = (M7, X*~1). On considere en premier lieu

an = H(Ml) 2 I(Ml,Xn)



n

I(My; X;| X1

I(My, X1 X5)

1S
0= 1L

1

.
I

I(Us; X5)

I

Il
-

(2

ol (a) est vraie parce que la suite X™ est i.i.d. On consideére
ensuite 1’exposant d’erreur de type II au relais :
1 1
- log B1,n < ED(PMlY"\?-LonPMlY"\H:l) +e

a

—~
=

S|

I(My;Y™) + €

1 ,
= (M YY) e
n

i=1

1 & ,
f§ I(M, Y7LV + e
n

1=1

®) 1 ¢ ,
< =D I(MLXThY) +e

=1

1 n
=~ UsY:) + e (36)
=1

ol (a) est vraie parce que sous I’hypothése H = 1, les variables
aléatoires M, et Y™ sont indépendantes ; (b) est vraie a cause
de la chaine de Markov Y~! — (M, X*~1) — Y;. Finale-
ment, on considere I’exposant d’erreur du type II au récepteur :

1 1
- log B2, < ED(PMQZ"|7-[:O|‘PMQZ"\?-[:l) +e

(a) 1
< ﬁD(PMlYnZ"\H=o||PMlYnan=1) +e

1
= E‘D(PM1Y"|’H:0|‘PM1Y"|’H:1)
1
+ ﬁEMlYﬂ [D(PZ'7L|A41Y7LH:0||PZ'7L|A41Y7LH:1):|

+ €

1 1
O (M Y™ + 1My, Y 27 + €
n

=3

= Lron: v+ Lrvn 2
n

=3

_|_
)

I(My; Z"Y"™) + €

—~

1
I(My; Y™+ =I(Y™ Z™) + ¢
n

<

Sl= 3 =F

n 1 n
I(U:Y:) +— ) I(Yis Zi) +e€, (37
Do IURY) + D2+ (3D

ol (a) est vraie parce que M> est une fonction de (M;,Y™);
(b) est vraie parce que sous H = 1 les variables aléatoires
(My,Y™, Z™) sont mutuellement indépendantes ; (¢) est vraie
a cause de la chaine de Markov M; — X™ — Y™ — Z™.
L’inégalité (37) est vraie pour les mémes raisons que 1’inégalité

(36) et parce que (Y™, Z") sont i.i.d. Des étapes standard,
comme [’introduction d’une variable du division de temps,
concluent la preuve.

4 Conclusion

Nous avons considéré un probleme de test d’hypothese bi-
naire a trois terminaux ot la communication s’effectue sur deux
sauts. Nous avons proposé un schéma de codage général qui
combine I’idée de quantification de Han [5] avec des tech-
niques de codage source et avec une stratégie ou le destinataire
décide uniquement de I’hypothese nulle si le relais en a décidé.
Nous avons montré que différentes versions simplifiées de ce
schéma général sont optimales pour certains cas spéciaux.
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