Sur le codage quantique sans perte avec pénalisation exponentielle
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Résumé — Dans cet article nous étudions le probléme du codage source quantique sans perte. Nous nous appuyons pour cela sur un schéma
d’encodage satisfaisant a une version quantique de 1’inégalité de Kraft-McMillan. Tandis que dans le cadre standard 1’objectif est de minimiser
la moyenne arithmétique des longueurs des mots code quantiques, nous nous intéressons a la minimisation d’une moyenne exponentielle afin de
pénaliser les mots code de grande longueur. Nous montrons que, a 1’image du cas classique, la longueur moyenne exponentielle du code optimum
est liée a la version quantique de I’entropie de Rényi de la source, le cas von Neumann (équivalent quantique de Shannon) étant le cas particulier
correspondant a la pénalisation linéaire. La longueur moyenne usuelle est, elle, reliée a la fois a I’entropie de Rényi et de von Neumann.

Abstract — In this paper, we study the lossless quantum data coding problem. To this end, we appeal to an encoding scheme that satisfies a
quantum version of the Kraft-McMillan inequality. Whereas in the standard situation the goal is to minimize the arithmetic average length of the
quantum codewords, we are interested in the minimization of an exponential type average, in order to penalize the large codeword lengths. We
show that, similarly to the classical context, the exponential average length of the optimal code is related to the quantum Rényi entropy of the
source, the von Neumann case (quantum equivalent of Shannon) being the particular case corresponding to the linear penalization. The usual

average length is then linked to both the Rényi and the von Neumann entropies.

1 Introduction

Une préoccupation importante du traitement de 1’informa-
tion classique ou quantique est celui du codage d’une source
en utilisant le moins de ressources possibles. Les fondations
du codage source classique remontent aux travaux célebres
de Shannon [1]. Etant donnée une source S = {Pny sty
de symboles s,, de probabilités d’occurrence p,,, le probleéme
consiste a affecter a chaque s,, un mot code c(s,, ), séquence de
£, lettres d’un alphabet A = {0,...,k — 1}. Les ¢,, étant non
nécessairement égaux, on parle de code de longueur variable.
En général, on s’intéresse aux codes uniquement décodables
(a une séquence de lettres de A ne peut correspondre qu’une
seule séquence de symboles), qui soit de longueur moyenne
L = Zn pnl, minimale. La contrainte d’unique décodabilité
impose aux longueurs de satisfaire a la célebre inégalité de
Kraft-McMillan [2] : Zn k—% < 1. Un résultat remarquable
est que la longueur moyenne minimale d’un tel code est liée a
I’entropie de Shannon de la source H(p) = — >, pn log; pn.
(théoreme du codage source [2]).

Le codage optimum di a Huffman [3], assigne des mots code
courts aux symboles a forte probabilité d’occurrence, et longs
aux symboles rares. Ce codage peut poser soucis si 1’on dis-
pose par exemple d’une mémoire ne permettant pas de sto-
cker des mots code trop longs [4]. Nous nous penchons ici
sur I’approche de Campbell, basée sur une pénalisation non
linéaire des longueurs des mots code en considérant la longueur
moyenne t-exponentielle L, = 1 log;, 3=, pnk'*", le cas usuel
étant retrouvé quand ¢ — 0 [5]. A I'image du théoréme de
codage source, la longueur ¢-exponentielle minimale est liée a

I’entropie de Rényi H, (p) = 11 log,, >, p% dela source [6],
d’index a = %-H

La transposition du codage source du monde classique au
cadre quantique n’est pas immédiate. Dans le monde quan-
tique, un symbole est un élément d’un espace de Hilbert et a
un systeme donné peut correspondre une infinité de sources.
Ce qui est codé est une “source virtuelle”, formée de symboles
mutuellement orthogonaux, conduisant au méme systeme que
la “source réelle”. Schumacher et Westmoreland ont été parmi
les premiers a proposer une approche générale du probleme de
codage quantique [7]. Ils ont en particulier obtenu une version
quantique de I’'inégalité de Kraft-McMillan et montré que dans
le codage quantique, I’entropie de von Neumann de la source
joue un role analogue a celle de Shannon du cadre classique.
Cependant, I’approche proposée souffre de la méme limitation
que le codage de Huffman classique en terme de longueurs des
mots code. Ce probléme est particulierement sensible dans le
cadre quantique, la manipulation de longues chaines de qubits
étant difficile [8]. Pour y remédier, nous proposons une alter-
native basée sur la stratégie de Campbell.

2 Codage quantique

2.1 Formalisme quantique en bref

Un systeme quantique de dimension finie a 1’état pur est
décrit par un vecteur unitaire |s) d’un espace de Hilbert Hs =
C¢ de dimension d. Schématiquement, on peut voir |s) comme
le moment magnétique d’une particule par exemple (méme



si ce dernier est plutdt une observable), ou encore comme
un signal d’énergie unité. Outre I’état d’un systéme, on peut
s’intéresser a une caractéristique, ou observable, décrite par
un opérateur hermitien A = Z?Zl a; |a;){a;] : Hs — Hs.
Ses vecteurs propres |a;) forment une base orthonormée de
‘Hs, base de représentation si ’on parle d’un signal, et {a;]
est I’adjoint de |a;). Ses valeurs propres a; sont les valeurs
que I’observable peut prendre. Le produit hermitien (a;|s) est
donc la composante de |s) sur ’élément de base |a;). Son
module carré, réécrit a Iaide de la trace, p/* = [(a;|s)|? =
Tr (|a;){a;| p) avec p = |s)(s|, représente la probabilité que
I’observable prenne la valeur a;. Un systéme peut toutefois étre
dans un état dit mélangé, par exemple composé de moments
magnétiques avec différentes orientations, ou classe de signaux
avec acces aléatoire, S = {py, |sn)}2_, avec p, “proportion”
d’éléments |s,,) ou probabilité de tirer le signal |s,). La pro-
babilité que 1’observable prenne la valeur a; s’écrit donc pi' =
ann| <az|5n> |2 =Tr (|ai><ai‘ p) avec p = ann |Sn><5n‘
Clairement, p, hermitien et de trace unité, appelé opérateur den-
sité, caractérise le systéme quantique S, et lui seul. Sauf dans
le cas pur, une infinité de sources peuvent conduire au méme p,
seule “information” disponible sur S. Enfin, la valeur moyenne
de I’observable A, s’écrit (4), = 3, aip?t = Tr(pA).

2.2 Codage quantique uniquement décodable

L’objectif du codage quantique est d’encoder une source
quantique S grice a des mots code formés par des
“séquences” d’éléments d’un alphabet quantique A =
{10y ...,k = 1)} C€ Ha = CF, k > 2, ot les |i) forment
une base orthonormée de I’espace de Hilbert H 4 et ou la
“séquence” formée de |i) et |j) est le produit de Kronecker
liy @ |7) € HE2 noté |ij). Dans le cas quantique, ces mots
code sont donc éléments d’espaces de Hilbert de dimensions
différentes. 11 en est de méme pour deux séquences de lon-
gueurs différentes a encoder. Afin de travailler dans un unique
espace source et un unique espace code, nous adoptons le for-
malisme de [9] en considérant les espaces de Fock Fs de la
source et F4 de I’alphabet, avec F = @LOSHW somme directe
d’espaces de Hilbert.

Définition 1. Un code source quantique uniquement décodable
de la source S = {py,|s,)}_; sur un alphabet A =
{0} ,...,|k — 1)}, est une isométrie linéaire U : Fs — Fu.
Le codage de chaque élément de S étant U |s,,), I’opérateur
densité de la source codée s’écrit C(p) = UpU' avec UT
opérateur adjoint de U.

U étant une isométrie, elle est injective et U tU = I identité.
Si |was) € Fa estle codage d’une séquence ®M_, |s; ) € Fs,
cette séquence s’ obtient sans ambiguité par U |wyy).

Par la suite nous suivons le schéma de codage proposé
dans [9], s’appuyant sur le principe de codage uniquement
décodable classique d’une source S = {1,...,d} sur un al-
phabet A = {0,...,k — 1}. En notant Fs = J;2, A% un
code classique ¢ : S — F4 est uniquement décodable
si et seulement si toute concaténation cM (iy,...,ip) =

c(i1) -+ - c(ips) de M mots code est une fonction injective [2].
Nous considérons ainsi les isométries U de la forme [9],

d

U=>le()){eil, (1)

i=1

ot {|e;)}&, est une base orthonormée de Hs et ¢ un code
classique uniquement décodable de S. |c(7)) € Hfzi C Fa
avec ¢; longueur du mot code classique (i) et les {|c(i))}
forment un ensemble orthonormé, de sorte que UTU = I.
Contrairement au cas classique, les |c¢(¢)) n’encodent pas les
mots |s,,) de la source (auxquels on n’a pas acces), mais la base
|e;). En particulier, U |s,,) n’appartient pas forcément & un sous
espace de la forme HE’@ , de sorte que 1’on ne parle plus de code
de longueur variable, mais de code de longueur indéterminée.
On peut étendre ’encodage pour des séquences de M de
mots source par U®M et 'opérateur U™ = Y 7 _ UM
répond ainsi a la définition 1 d’un codage sans perte. Par la
suite, nous nous concentrons sur le schéma d’encodage (1).

2.3 Observable longueur et inégalité de Kraft-
McMillan quantique

Dans le cas du codage classique, 1’inégalité de Kraft-
McMillan donne une condition nécessaire (et suffisante)
d’existence d’un code source uniquement décodable [2]. Ce
résultat a été étendu dans le cadre du codage quantique [7],
repris ici avec le formalisme que nous avons adopté.

Dans un premier temps, il est nécessaire de définir une notion
de longueur compatible avec le cadre quantique. Elle se définit
naturellement comme étant une observable du systeme.

Définition 2. L’observable longueur A, opérateur agissant sur
I’espace F4, est définie par

A=) e, (2)
£=0

ou II, est le projecteur orthogonal sur le sous espace 7—[?[.

En d’autres termes, a tout état de ’H%Zi (dont |c(4))) cor-
respond I’occurrence longueur ¢;. On obtient alors la version
quantique de I’inégalité de Kraft-McMillan suivante.

Théoreme 1. Pour tout encodage quantique (1), I'inégalité
Tr (U 2U) < 1. (3)
est nécessairement satisfaite !

Démonstration. (c(i)| Il |c(i')) = 04, 0i, avec £; lon-
gueur du mot code classique c(i), et donc UTk=AU =
S kb e (eg]. en vient Tr (UTE=AU) = Y k=t
c étant un code classique uniquement décodable, le résultat est
conséquence de ’inégalité de Kraft-McMillan classique. [

1. La fonction f d’un opérateur O s’écrit via la série entiere de f, i.e., par
diagonalisation O = 3. 0; |03) (04|, f(O) = >=, f(0;) |0s){0s].



3 Codage quantique a la Campbell

Nous ne reprenons pas ici la version quantique du codage de
type Huffman, cas limite du codage a la Campbell.

3.1 Longueurs moyennes du code quantique

Afin de construire un code qui minimise les ressources
nécessaires au codage, il faut définir ce que I’on entend par
ressource. On peut considérer naturellement la valeur moyenne
de ’observable A sur le systeme apres codage.

Définition 3. Par définition, la longueur moyenne du systéme
aprés codage, C(p) = UpUT, est

t(C(p)) = Tx(C(p)A) Q)

Schumacher et Westmoreland [7] ou Hayashi [9] ont étudié
le codage (1) qui minimise la longueur moyenne (4). Toute-
fois, comme dans le cadre classique, ce code peut étre gour-
mand en terme de taille de registre. Pour y remédier, nous nous
intéressons ici a la minimisation d’une moyenne exponentielle,
a I’image de celle de Campbell du cadre classique [5].

Définition 4. La longueur moyenne t-exponentielle de la
source codée C(p) = UpUT est définie par

1
t(C(p) = +log; Tr (C(p)k"™) 5)
ou t > 0 gere la pénalisation affectant les mots code longs.

t — £:(C(p)) est continue et croissante pour ¢ € [0; +00),
de ¢5(C(p)) = £(C(p)) longueur moyenne de la source codée,
als(C(p)) = max; ¢;, longueur du mot code classique le plus
long : minimiser ¢; aboutit & chercher un compromis entre lon-
gueur moyenne et longueur maximale.

Nous avons a présent tous les ingrédients pour étudier le
probleme de codage quantique sans perte optimum au sens de
la longueur moyenne t-exponentielle minimale.

3.2 Code quantique optimum et longueur
moyenne ¢-exponentielle minimale

Définition 5. Un codage quantique (1) de S, est t-exponentiel
optimum s’il minimise ¢;(C'(p)) sous contrainte de I’inégalité
de Kraft-McMillan quantique,

U = argmin

Tr(Utk=AU)<1

t(C(p)) ©)

Le probleme du codage uniquement décodable d’une source
classique S = {1,...,d} de probabilités p;, minimisant la lon-
gueur de Campbell L; = Zl pik”l a été solutionné dans [10],
se réduisant au célebre code de Huffman [3] pour ¢ — 0. Dans
le cadre quantique, il est également possible de déterminer 1’en-
codage quantique (1) t-exponentiel optimum.

Théoreme 2. Le code quantique (1) t-exponentielle op-

timum pour § = {pn,\sn>}nN:1, d’opérateur densité

p = Zgzlpn|sn)<sn| écrit sous forme diagonale p =
d )

>, pi 1pi) (ps] est donné par

d
U =[P () (pil (7)
=1

ol P (1) est le code classique uniquement décodable minimi-
sant la longueur de Campbell L, associée aux probabilités p;.

Par la suite on notera C{™*(p) = U™ p UfptT.

Démonstration. L'inégalit¢ de  Kraft-McMillan  quan-
tique étant indépendante de la base {le;)} du
schéma (1), commengons par minimiser Tr(C(p)k'}) =
Do k*ip;|(eilp;)|? sur I'ensemble des bases de Hs a c
fixé. Soit la matrice doublement stochastique D de compo-
santes D;; = |{e;|p;)|>. On veut alors minimiser ;DrT
sur I’ensemble des matrices doublement stochastiques, avec
ke = [k kY] et r = [p1...pa). D’apres le théoreme
de Birkhoff [11], D est combinaison convexe des matrices P,
de permutation, D = Y« P,. Soit ¢’ = argmin, x;P;p".
Alors ki DrT > k; Pyr? avec égalité si a; = ;4 : le mini-
mum est atteint pour D = P,,. Ainsi, la base {|e;)} coincide
avec la base {|p;)} & une permutation pres. Cette permutation
peut étre reportée dans les ¢; de sorte que 1’on peut choisir
lei) = |pi) et U = >, |c(i))(pi|. Le probleme consiste alors
a minimiser ¢,(C(p)) sous contrainte d’inégalité de Kraft-
McMillan quantique. Or 4(C(p)) = +log, (3, pik™),
longueur de Campbell L, du code classique c pour les proba-
bilités p;, minimum pour ¢;”* (i), optimum de Campbell.  []

Clairement, U, P* ne code pas les états |s,) de la source,
auxquels on n’a pas acceés, mais les états propres |p;) de
I’opérateur densité. Cela revient a coder la seule source (vir-
tuelle) d’états orthonormés conduisant a 1I’opérateur densité p,
ce qui différencie fondamentalement codage classique et co-
dage quantique.

L algorithme [10], comme celui de Huffman [3], ne fournit
pas analytiquement les ¢; optimaux. On montre cependant que
les réels ¢; minimisant L; sous contrainte d’inégalité de Kraft-
McMillan sont ¢; = —log,, pt; avec py; “probabilités compa-
gnes”, valeurs propres de “1’opérateur densité compagne”

o T
t .
ptETp o ot py = Pi 1
1+t 1+t
rp Zj Pj

(voir [12] pour ce qui est du cas classique). On pourrait choi-
sir £; = [—1logy, pt; |, longueurs satisfaisant a 1’inégalité de
Kraft-McMillan, et construire le code correspondant, code dit
de Shannon (ici pour les probabilités compagnes) [2]. Ce code
n’est pas optimum en général, sauf si tous les — log;. p;; sont
entiers (voir par exemple [2] dans le cadre usuel ¢ = 0; I’ap-
proche dans le cadre présent est scrupuleusement la méme).

Toutefois, indépendamment de I’expression explicite des
longueurs optimales, on peut borner la longueur minimale
£:(CP*(p)) comme pour le code de Huffmann classique (t =
0) [2] ou celui de Campbell ¢t > 0 [5, 12].

®)

Théoreme 3. La moyenne ¢-exponentielle minimale vérifie

S (p) < L(CP(p) < S (p)+1, )

1+t



ot S,(p) = 1_1a log;, Tr p®, o > 0, est I’entropie de Rényi

quantique de 1’opérateur densité p de la source avec, pour o —
1, Sa(p) = S(p) = — Tr(plogy, p) entropie de von Neumann.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du cadre clas-
sique et s’appuie sur 1’opérateur densité o,

UTk=U
B
Pour un code quelconque (1), pU kAU = p (UTk=AU) ~t=
N 1+t .
oot [Tx ()] 87, dob 4(Clp)) = S,u(p) +
Stee(pillo) — logy B. avec Sa(pllo) = 7Ly logy Tr po
divergence quantique de Rényi [13]. Celle-ci étant positive, et
I’inégalité de Kraft-McMillan impliquant log;, 8 < 0, il vient
:(C(p)) > S (p) pour tout U, et donc pour U7P",

Soit a présent le code de Shannon quantique U =
Zle |e(2)){p;| de ’opérateur densité compagne p;, de lon-
gueurs ¢; = [—log, p,;| des c(i). De [—log, pi;] <
—log, pt; + 1 il vient, par définition de I’optimum
G(CEP (p)) < 4(C(p)) = Flogy, (i, pibt T~ Tomeril ) <
S (p)+1 O

1+t

o avee B =T (UkU) (10

Ce résultat est similaire a celui du codage classique, a la
Huffman ou a la Campbell [2, 5, 12], ou I’entropie quantique
de Rényi remplace ’entropie classique. On montre de plus
que pour tout opérateur densité p = > pp|sn)(sn|, on a
Sa(p) < H,(p) avec H,, entropie classique de Rényi [14]. Le
codage d’une source quantique s’avere plus “économique” que
celui d’une source classique de symboles de probabilités {p,, },
exploitant implicitement le fait que les symboles quantiques
|s,,) n’étant pas orthonormés partagent de “1’information”.

Considérons a présent le code quantique de Shannon U =
Zle |e(i)){p;| construit sur I’opérateur compagne p;. Si tous
les —logy, py; sont entiers, ce code coincidant avec C} Pt la
borne inférieure de (9) est atteinte. De plus, de —log;, pr; =
%H(— logy, pi) + %HS%H (p), on s’apergoit que la longueur
moyenne usuelle du code de Shannon quantique de 1’opérateur
densité compagne p; est bornée de la maniére suivante :

1 t

0 < UC(p) — mS(P)+ Sa(p)| <1 dAD

14t T

ol la borne inférieure est atteinte pour le code optimum C} Pt
lorsque tous les —log, p¢; sont entiers. Le compromis lon-
gueur moyenne et maximale réalisé par la pénalisation ¢-
exponentielle est illustré par la longueur moyenne usuelle
du code quantique, au travers de la combinaison convexe de
I’entropie de von Neuman —longueur moyenne minimale—, et
de I’entropie quantique de Rényi —moyenne t-exponentielle
minimale—.

4 Discussions

Dans cet article nous nous sommes intéressés au codage
source quantique sans perte Si I’approche suit le canevas

général du codage source classique, le cadre quantique montre
quelques subtilités. En particulier, nous n’avons pas acces aux
symboles, mais a 1’état global du systeme, de sorte que c’est
une source équivalente particuliere qui est codée. Nous nous
sommes également placés dans le cadre de la prise en compte
de ressources quantiques limitées, le probleme de traiter des
chaines de qubits en pratique étant plus difficile que celui de
chaines de bits. Cette étude révele qu’aux entropies classiques
caractérisant les longueurs moyennes des codes, se substituent
leur contrepartie quantique et non les entropies classiques des
probabilités associées aux symboles quantiques.

A I'image des travaux de [10], nous étudions a présent la
notion de probabilité de dépassement de mémoire dans le cadre
quantique, et le choix de ¢ garantissant qu’elle n’est pas trop
forte. Nous étudions également des pénalisations générales, de
type ¢~ 1 (Tr (p ¢(A))) avec ¢ croissante (et convexe), offrant
une plus large gamme de pénalisations des longs mots code.
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